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色关联的色噪声驱动的分段非线性模型的
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研究了色关联的乘性高斯色噪声和加性高斯色噪声驱动的分段非线性系统中,噪声强度和相关时间对平均首

次穿越时间的影响.利用一致有色噪声近似方法和最速下降方法,推导出系统平均首次穿越时间的表达式. 研究结

果表明: 系统的平均首次穿越时间随着乘性噪声的增加会出现单峰结构,即 “共振”现象,峰值会随着加性噪声强度

和噪声之间关联强度的增加而减小. 而平均首次穿越时间作为加性噪声的函数呈单调曲线,说明乘性噪声和加性噪

声对平均首次穿越时间的影响不同.此外,乘性和加性噪声关联时间以及互关联时间在正关联时和负关联时对系统

平均首次穿越时间的影响是不同的.
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1 引 言

近年来, 噪声诱导的逃逸已经成为许多领域
的研究热点问题 [1−7]. 通常情况下, 平均首次穿越
时间用来刻画系统的逃逸过程, 并且采用高斯白
噪声来近似描述系统受到的随机力或噪声. 然而,
白噪声是一种理想状态, 在实际问题中许多噪声
的相关时间较长而不能当作白噪声处理, 在实际
的动力系统中存在的大多是有色噪声 [8−18]. Jung
等 [9] 对乘性色噪声驱动的双稳模型进行了研究并

推导出了一致有色噪声近似 (UCNA).利用 UCNA
和 Novikov定理, Cao等 [10,11]推导出了由相关色噪

声驱动的双稳系统的稳态概率密度表达式. Liang
等 [12,13] 研究了色相关的色噪声激励下的非线性

动力学模型的稳态特性, 他们得到了近似福克普
朗克方程的等式并且证明了这一结果. Luo 等 [14]

讨论了由两种不同色噪声驱动的双稳系统的随机

共振现象.靳艳飞等 [15,16] 研究了两个不同色噪声

激励的双稳模型的稳态特性及平均首次穿越时间.

Zhang等 [17] 研究了色相关的乘性和加性色噪声诱

导的双稳系统的平均首次穿越时间. 宁丽娟等 [18]

研究了由色关联的乘性白噪声和加性白噪声驱动

的非对称双稳系统中,色关联及非对称性对平均首
次穿越时间的影响.
上述文章主要研究的是双稳系统,然而许多实

际的工程系统、电子电路、超导器件、控制器等,
其基本的模型都是基于分段系统建立的. 分段非线
性系统可描述含间隙、弹性约束和干摩擦的机械

及弹塑性结构,含这类元件构成的振动系统使动力
学变得很复杂, 甚至会改变机构动力系统的结构,
并致使系统的精度降低,因此其引起的振动、噪声
等问题受到力学界的广泛重视 [19,20]. Liang 等 [21]

研究了色噪声激励的抛物线势能系统的随机共振

现象. You等 [22] 和 Xie等 [23] 考虑了噪声之间的相

关性,研究了对称和非对称分段锯齿系统的逃逸问
题,发现相关性能诱导平均首次穿越时间的曲线出
现共振和抑制现象. Fiasconaro等 [24]研究了高斯白

噪声和分段噪声共同激励下,非对称分段现象系统
的激活共振现象. Simpson 等 [25] 分析了分段线性
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FN模型, 发现小噪声的加入能引起混合模振荡的
出现. 对于分析色关联的色噪声对分段动力系统影
响的研究甚少. 本文考虑了由色相关的乘性和加性
高斯色噪声驱动的分段非线性系统,分析了噪声强
度及噪声相关参数对平均首次穿越时间的影响.

2 分段非线性系统的平均首次穿越
时间

色关联的乘性和加性色噪声共同激励下的分

段非线性系统可由下列随机微分方程表示:

ẋ =−U ′(x)+ xξ (t)+η(t), (1)

式中,分段非线性系统的势函数为

U(x) =

U1(x) =
a
2
(x+1)2 +

k
2
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3
,
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b
2
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3
,
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2
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3
,
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其中参数 a > 0, b < 0, k 为常数. ξ (t)和 η(t)是具
有零均值和非零自相关时间 τ1, τ2 (0 < τ1, τ2 < 1)
的色噪声,具有有以下的统计特性:

⟨ξ (t)⟩=⟨η(t)⟩= 0 (3a)
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]
,
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]
, (3b)

⟨ξ (t)η(t ′)⟩=⟨η(t)ξ (t ′)⟩

=
λ√pq

τ3
exp

[
− 1

τ3
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]
, (3c)

在这里, p和 q分别是乘性和加性噪声的噪声强度,
参数 λ (−1 < λ < 1)为 ξ (t)和 η(t)之间的关联系
数, τ3 是 ξ (t)和 η(t)的互关联时间.
根据 (2) 式, 势函数 U(x) 有两个稳定点 x1 =

−1, x2 = 1 和一个不稳定点 x3 = 0. 当相关时间
τ → 0以及 τ → ∞时,应用 Novikov理论和一致有
色噪声近似,可得相应的 FPK方程为

∂P(x, t)
∂ t

=− ∂
∂x
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∂ 2
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其中
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′
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′
(x), (5a)

B(x) =
px2

1+2τ1

+
2λ√pq
1+2τ3

x+
q

1+2τ2
. (5b)

由方程 (4)可得系统的稳态概率密度函数为

P(x, t) =
N√
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[
− Ũ(x)

p

]
, (6)

其中 N 是归一化常数,广义势函数 Ũ(x)为

Ũ(x) =− p
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当噪声强度 p, q ≪ 1时,根据平均首次穿越时
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间的定义和最速下降近似理论,可推导得到粒子从
x1 =−1到 x2 = 1的平均首次穿越时间的表达式
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4π√
ab
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]}}
, (8)

3 系统参数对平均首次穿越时间的
影响

图 1 给出了平均首次穿越时间作为乘性噪声

强度 p的函数随不同加性噪声强度 q和噪声关联

系数 λ 变化的情况. 由图可见,平均首次穿越时间

曲线出现了明显的单峰结构,即 “共振”现象.同时,

峰值随着 q和 λ 的增加而逐渐减小,峰的位置随着

q和 λ 的增大而向右移动.且当 λ 增加到 0.25时,

共振峰消失.

图 2 描绘了平均首次穿越时间作为加性色噪

声强度的函数随不同噪声关联系数变化的情况. 由

图可见,平均首次穿越时间随着色噪声强度 q的增

加单调增加, 没有单峰出现, 说明加性噪声和乘性

噪声对平均首次穿越时间的影响是不同的. 同时,

平均首次穿越时间在负关联时的值小于正关联时

的值.

图 1 系统的平均首次穿越时间作为乘性色噪声强度 p的函数 (τ1 = 0.2, τ2 = 0.1, τ3 = 0.3, a = 0.01, b =−0.01)随着: (a)不同加性噪声
强度 q变化的曲线 (λ = 0.5); (b)不同噪声关联系数 λ 变化的曲线 (q = 0.05)

图 2 系统的平均首次穿越时间作为加性色噪声强度 q的函数
随着不同噪声关联系数变化的曲线 (τ1 = 0.2, τ2 = 0.1, τ3 = 0.3,
a = 0.01, b =−0.01, p = 0.05)

图 3 描述了平均首次穿越时间作为噪声关联
系数的函数随不同乘性噪声和加性噪声自关联时

间以及互相关时间变化的情况. 平均首次穿越时
间是噪声自关联时间的非单调函数,曲线出现了单
峰结构;平均首次穿越时间随着互相关时间的增大

而单调增大.在图 3(a)中, τ1 的取值不会影响共振

峰的位置, 但是随着 τ1 的增大, 峰值有轻微减小.

在图 3(b) 中, 共振峰的位置随着 τ2 的增大而向左

移动, 峰值减小. 在图 3(c) 中, 当噪声具有负关联

(−1 < λ < 0)时,平均首次穿越时间随着互相关时

间的增加而增大;当噪声具有正关联 (0 < λ < 1)时,

平均首次穿越时间随着互相关时间的增大而减小.

图 4 描述了平均首次穿越时间作为乘性噪声

自相关时间 τ1 以及乘性和加性噪声互相关时间 τ3

的函数变化的曲线.在图 4(a)中, 当乘性噪声强度

大于加性噪声强度时, 平均首次穿越时间随 τ1 的

增大而增大;当乘性噪声强度小于加性噪声强度时,

平均首次穿越时间随 τ1 的增大而减小; 当乘性噪

声强度等于加性噪声强度时,平均首次穿越时间随

τ1 的增大而出现非单调曲线.在图 4(b)中,平均首

次穿越时间在 p < q时的值要大于其他两种情况下

的值.
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图 3 系统的平均首次穿越时间作为噪声关联系数 λ 的函数 (p = q = 0.05, a = 0.01, b =−0.01)随着: (a)不同乘性噪声自关联时间 τ1

变化的曲线 (τ2 = 0.1, τ3 = 0.3); (b)不同加性噪声自关联时间 τ2 变化的曲线 (τ1 = 0.2, τ3 = 0.3); (c)不同噪声互相关时间 τ3 变化的曲线

(τ1 = 0.2, τ2 = 0.1)

图 4 系统的平均首次穿越时间 (τ2 = 0.1, τ3 = 0.3, p = 0.05, a = 0.01, b = −0.01)作为: (a)τ1 的函数; (b)τ3 的函数 (τ1 = 0.2, τ2 = 0.1,
p = 0.05, a = 0.01, b =−0.01)

4 结 论

本文主要考虑了色相关的乘性色噪声和加性

色噪声共同激励下,噪声的有色性对分段非线性系

统的平均首次穿越时间的影响.推导出平均首次穿

越时间的解析表达式. 研究结果表明: 系统参数在

不同的取值条件下,分段非线性系统的平均首次穿

越时间作为乘性色噪声强度以及不同噪声关联系

数的曲线会出现单峰结构,即 “共振”现象,乘性色
噪声强度对系统有积极影响.而平均首次穿越时间
作为加性色噪声强度的函数是单调曲线,说明乘性
噪声和加性噪声对平均首次穿越时间的影响是不

同的. 此外,当噪声具有负关联时,平均首次穿越时
间随着互相关时间的增加而增大;当噪声具有正关
联时,平均首次穿越时间随着互相关时间的增大而
减小.
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Abstract
In this paper, We have studied the effects of intensity and correlation time of noises on the mean first-passage time in a picecewise

nonlinear system driven by multiplicative and additive colored noises with colored cross-correlation. We derived the expression of
the mean first-passage time (MFPT) by applying the unified colored approximation method and the steepest-descent approximation.
Results show that the MFPT of the system exhibits a mono-peak structure and the “resonance” phenomena enhance with the increase
of multiplicative noise intensity. The value of the peak decreases with increasing additive noise intensity and the correlation between
the additive and multiplicative noises. However, the MFPT of the system increases with the increase of additive noise intensity. That
is, the effects of the additive noise and the multiplicative noise on MFPT are different. Moreover, the negative and passive correlations
play different roles in the MFPT.
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