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不确定混沌系统的多项式函数模型补偿控制*
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针对不确定混沌系统控制问题,研究了一种基于共轭梯度法 (conjugate gradient algorithm, CGA)的多项式函数

模型 (polynomial-basis-functions model, PBFM)的补偿控制方法. 该方法首先用 PBFM对混沌系统的动力学特性进

行拟合,然后用拟合好的 PBFM模型对不确定混沌系统进行前馈补偿控制.该方法的特点是不需要被控混沌系统的

数学模型,可以快速跟踪任意给定的参考信号.数值仿真试验表明了该方法不仅具有响应速度快、控制精度高,而

且具有较强的抑制混沌系统参数摄动能力和抗干扰能力.
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1 引 言

40余年来,混沌系统在保密通信、信息处理、

生物工程、化学工程等领域获得了广泛应用 [1−16],

引起了国内外学者极大关注. 1990 年, Ott Grelogi

和 Yorke最早提出一种有效控制混沌运动的方法,

现在人们都称之为 OGY 控制法 [17]. 自从提出划

时代意义的 OGY方法以来, 混沌控制与同步一直

成为非线性科学中的研究热点,产生了许多新的混

沌控制方法 [18−28]. 在混沌控制研究方法中, 跟踪

控制就是通过对受控系统施加控制,使它的输出响

应跟踪任意给定的参考信号. 如 Hénon 混沌系统

对参考信号的跟踪控制 [29]; Rǒssler混沌系统对任

意参考信号的跟踪控制 [30]; 基于追踪控制思想实

现混沌系统之间的异结构同步 [31]; 基于非线性反

馈控制方法实现混沌系统的全局变量的追踪控制

等 [32,33]. 但是, 以上研究存在的一个共同缺点是:

受控混沌系统在完成对某一参考信号的追踪控制

之后又要对另外一个参考信号进行追踪控制, 因

而需要根据相关原理重新设计控制器, 工作量大

而且容易出错 [27]. 文献 [21]提出基于径向基函数

神经网络 (RBFNN) 的控制方法, 实现了混沌系统

的控制.然而该方法将混沌系统模型分解为线性和

非线性两个部分,并用 RBFNN学习其非线性部分

的特性, 然后在 Lyapunov 设计方法中采用训练好

的 RBFNN进行控制,因此该方法需要依赖于对象

模型. 文献 [34,35] 提出基于 RBFNN 的智能控制

方法, 实现了未知模型混沌系统的控制.该方法不

需要被控对象模型,具有较强的抑制混沌系统参数

摄动能力和抗干扰能力. 但是, 基于 RBFNN 的混

沌系统控制方法需要调整的参数较多,因而计算量

大.以文献 [35]使用 2×6×1的 RBFNN拓扑结构

为例可以看出,神经网络权值 wm 有 6个需要调整;

隐层每个神经元的高斯基函数包括 1个中心向量

C j 的 2 个参数和 1 个基宽参数 b j 共 3 个参数需

要调整, 6 个隐层神经元总共有 18 个参数需要调

整, 因此, 拓扑结构为 2× 6× 1 的 RBFNN 需要调

整 24个参数,计算量大.文献 [36]针对互联未知混

沌系统提出了基于观测器的模糊神经滑模控制方

法 (OFNSMC),该方法由计算控制器和鲁棒控制器

组成, 仿真结果表明了该方法的有效性. 文献 [37]
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针对具有随机变换参数的不确定混沌系统的同步

问题提出了自组织自适应模糊神经网络控制方法

(SAFNC),该方法由计算控制器和鲁棒控制器组成,

其中,具有自组织模糊神经网络辨识器的计算控制

器是主控制器, 仿真结果表明了该方法的有效性.

文献 [38]提出了有反馈和无反馈的 Hénon映射混

沌控制方法,仿真结果表明了这两种方法的可行性

和有效性.

针对不确定混沌系统,本文提出了基于共额梯

度法 (CGA) 的多项式函数模型 (PBFM) 前馈补偿

控制方法. 该方法基于 CGA算法使用 PBFM拟合

混沌特性,然后使用拟合好的 PBFM作为未知混沌

系统的辨识器进行前馈补偿. 数值仿真试验表明,

该方法不仅具有响应速度快、控制精度高、计算

量小的特点,而且具有很强的抑制混沌系统参数摄

动能力和抗干扰能力.

2 基于 PBFM的控制方法

2.1 多项式基函数模型

设 N 次多项式基函数模型为

y(k) =
N

∑
n=0

wnxn(k), (k = 0,1, · · · ,M), (1)

其中, wn 为加权系数; x(k), y(k)分别为模型的输入

和输出.

设混沌系统状态输出测量样本向量为

Y ∗ =
[
y∗(0),y∗(1), · · · ,y∗(M)

]T, 加权向量为 W =[
w0,w1, · · · ,wN

]T, 多项式基函数输出向量为 Y =[
y(0),y(1), · · · ,y(M)

]T,并设状态矩阵为

X =


1 x(0) · · · xN(0)

1 x(1) · · · xN(1)
...

... · · ·
...

1 x(M) · · · xN(M)

 ,

则 (1)式可改写为

Y =XW . (2)

如果加权向量W 满足 Y =XW = Y ∗,则W

是最优加权向量W opt. 考虑到 M ̸= N,且 M >> N,

因此方程组 (2)是一个超定方程组. 为此,对 (2)式

进行等价变换

XTY =XTXW , (3)

并设

X̂ =XTX, (4)

Ŷ =XTY . (5)

等价测量向量为

Ŷ ∗ =XTY ∗, (6)

则有

Ŷ = X̂W . (7)

很显然, (7) 式是一个适定线性方程组, 且

X̂ ⊂ R(N+1)×(N+1) 是一个实对称正定矩阵. 如果

加权向量W 满足

Ŷ = X̂W = Ŷ ∗, (8)

则W 是最优加权向量W opt.

由文献 [39]可知,应用共轭梯度法求解实对称

正定线性方程组,不必事先估计方程组的系数矩阵

的特征值的上、下界, 不需要选取任何迭代参数,

使用方便.而且,它的收敛速度较快,对于非坏条件

问题,一般来说, 所需的迭代次数远小于矩阵的阶

数 n. 如果计算过程中没有舍入误差,理论上,最多

迭代 n步便可得到方程组的准确解. 如果矩阵只有

m(6 n)个相异的特征值,则共轭梯度法至多进行 m

步迭代,便可得到方程组的准确解. 因此,本文使用

共轭梯度法 (CGA) 对多项式函数模型 (PBFM) 进

行拟合以获得准确的拟合系数 (加权系数). 算法描

述如下:

随机产生初始权值向量W 0 = rand(N + 1,1),

取 p0 =−r0 = Ŷ ∗−X̂W 0.

对 k = 0,1, · · · ,N,计算

αk =−
rT

k pk

pT
k X̂pk

, (9)

W k+1 =W k +αkpk, (10)

rk+1 =X̂W k+1 − Ŷ ∗ = rk +αkX̂pk, (11)

其中, rk = X̂W k − Ŷ ∗.

βk =
rT

k+1X̂pk

pT
k X̂pk

, (12)

pk+1 =−rk+1 +βkpk. (13)
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2.2 基于 PBFM的控制方法

考虑如下不确定混沌系统:

x(k+1) = f
(
x(k), p

)
+u(k), (14)

其中, x ∈ Rn为系统的状态向量, p为系统参数, u为

控制项.令 (14)式中的 u(k) = 0,得

x(k+1) = f
(
x(k), p

)
. (15)

利用 PBFM学习 (15)式的输入输出关系,可以得到

多项式函数模型为

x̂(k+1) = f̂
(
x(k), p

)
. (16)

根据离散系统状态反馈原理设计控制器:

u(k) =− f̂ (x(k), p)+ x∗(k+1), (17)

其中 x∗(k + 1) 为下一时刻的期望控制目标 (参

考信号).

将 (17)式代入 (14)式,则有

x(k+1) = f (x(k), p)− f̂ (x(k), p)

+ x∗(k+1). (18)

如果 PBFM 能准确逼近 (15) 式所示系统, 那么由

(18)式可得

x(k+1) = x∗(k+1). (19)

(19)式表明,如果 PBFM能准确逼近 (15)式所示系

统,那么, 受控系统 (14)就能精确跟踪任意给定的

参考信号 x∗(k).

2.3 共轭梯度法的误差分析

使用共轭梯度法迭代计算方程组 (8), 涉及到

计算误差的问题,下面给出计算误差分析.

定理 1 设方程组 X̂W = Ŷ ∗ 的系数矩阵 X̂

非奇异, W ∗ 是它的准确解, 而W 是一个近似解,

则相对误差为

∥W −W ∗∥
∥W ∗∥

6 cond(X̂)
∥r∥
∥Y ∗∥

, (20)

其中, r = X̂W − Ŷ ∗是W 的剩余量.

证明 ∵

r = X̂W − Ŷ ∗ = X̂W −X̂W ∗ = X̂(W −W ∗),

从而有

W −W ∗ =X̂−1r,

∥W −W ∗∥=∥X̂−1r∥6 ∥X̂−1∥ · ∥r∥.

又 ∵

Ŷ ∗ =X̂W ∗,

∥Ŷ ∗∥=∥X̂W ∗∥6 ∥X̂∥ · ∥W ∗∥,

因此

∥W −W ∗∥
∥W ∗∥

6 ∥X̂∥

· ∥X̂−1∥ · ∥r∥
∥Y ∗∥

= cond(X̂)
∥r∥
∥Y ∗∥

,

证毕.

由定理 1 可知, 当条件数 cond(X̂) 不大时,

如果方程组 X̂W = Ŷ ∗ 的近似解 W 的剩余量

r = X̂W − Ŷ ∗ 小,则W 的相对误差也小. 很显然,

迭代计算方程组 (8)的收敛速度通常与矩阵 X̂ 的

条件数有关. 当矩阵 X̂ 的条件数较大时,收敛速度

往往很慢. 针对矩阵 X̂ 的条件数较大时,下面使用

了迭代改善方法.

2.4 基于 CGA的残差校正方法

设W ∗是方程组

X̂W = Ŷ ∗ (21)

的准确解, W1 是用 CGA得到的近似解. W1 的剩

余向量为

r1 = Ŷ ∗−X̂W1, (22)

如果 y1 是方程组

X̂y = r1 (23)

的准确解,则

W2 =W1 +y1 =W1 +X̂−1r1

=W1 +X̂−1(Ŷ ∗−X̂W1)

=W1 +W ∗−W1 =W ∗.

因此, W2 是方程组 (21)的精确解. 但在实际计算

过程中, 由于舍入误差的影响, W2 不会是准确解.

于是,再从W2出发,计算得 r2 = Ŷ ∗−X̂W2以后,

用 CGA解方程组

X̂y = r2,

得解 y2. 再令

W3 =W2 +y2,
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重复上述过程,即可得到迭代格式:

1)计算 rk = Ŷ ∗−X̂Wk;

2)解方程组 X̂y = rk,得到 yk;

3)计算Wk+1 =Wk +yk.

3 实验仿真

分别以 Hénon混沌系统和互联 Duffing混沌系

统为例进行实验仿真试验. 带控制项的 Hénon混沌

系统 [28,34]方程为

x1(k+1) =1−ax2
1(k)+bx2(k)+u(k),

x2(k+1) =x1(k), (24)

或

x1(k+1) = 1−ax2
1(k)+bx1(k−1)+u(k). (25)

当系统参数 a = 1.4, b = 0.3, u(k) = 0 时系统处

于混沌状态, 如图 1 所示. 其不稳定平衡点为

(0.6314,0.6314).

图 1 Hénon混沌系统特性

令 (25) 式的控制项 u(k) = 0, 用 PBFM 拟合

(25)式. 取多项式的最高次数为 N, 取样本数据为

M+1个,即 x1(0)—x1(M),从而得测量向量

Y ∗ =
[
x1(0),x1(1), · · · ,x1(M)

]T
.

随机产生初始权值向量W 0 = rand(N + 1,1),

根据测量的样本数据可构造状态矩阵

X =


1 x1(0) · · · xN

1 (0)

1 x1(1) · · · xN
1 (1)

...
... · · ·

...

1 x1(M) · · · xN
1 (M)

 ,

计算 X̂ = XTX , Ŷ = X̂W 以及等价测量向量:

Ŷ ∗ =XTY ∗. 取 p0 =−r0 = Ŷ ∗−X̂W 0.

对 k = 0,1, · · · ,N,用 (9)式—(13)式所述的共

轭梯度法 (CGA) 分别计算: αk, W k+1, rk+1, βk 和

pk+1 等参数. 设性能指标 J = ∥rk∥2,当 J 6 Tol (给

定任意小的正实数)时结束迭代计算.

根据 (2)式,使用拟合好的 N 次多项式函数模

型 Y (k) =X(k, :)W 作为 Hénon混沌系统辨识器,

则最优控制器为

uopt(k) =−Y (k)+ x∗(k+1). (26)

3.1 无参数摄动、无测量噪声时混沌系统

的跟踪控制

仿真1 混沌系统平衡点跟踪

给定参考信号 x∗1(k) = 0.6314 (不稳定平衡点),

取多项式最高次数 N = 3,取 30个样本数据,经过

8次迭代计算,性能指标为 J = 0. 很显然,多项式函

数模型 (1)对 (25)的混沌特性实现了准确的拟合.

在 t = 30 s(第 30步)加入 (26)式所示的最优控制律

uopt(k)于 (25)式,系统状态变化曲线如图 2所示.

图 2 Hénon混沌系统平衡点跟踪

仿真2 混沌系统正弦信号跟踪

给定参考信号 x∗1(k) = 0.5sin(πk/20), 设多项

式最高次数 N = 3,取 30个样本数据,经过 8次迭

代计算,性能指标为 J = 0. 在 t = 30 s施加控制量

uopt(k), 跟踪结果如图 3所示. 从图 3中可以看出,

混沌系统在加入控制量后,状态跟踪的过程中不再

出现混沌现象,相轨迹跟踪了正弦周期轨道, 有很

好的跟踪效果.

仿真3 互联 Duffing 混沌系统的正弦跟踪

控制
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为了进一步表明本文方法的有效性, 作者使

用文献 [36] 中的仿真实例进行仿真实验. 将文献

[36] 使用的两个互联 Duffing 混沌系统式 (57) 重

写如下:

q1


ẋ1 = x2,

ẋ2 =−0.1x2 − x3
1 +12cos(t)+ x3 + x4 +u1,

y1 = x1,

q2


ẋ3 = x4,

ẋ4 =−0.1x4 − x3
3 +12cos(t)+ x1 + x2 +u2,

y2 = x3.

根据上述系统,本文控制方法描述如下:

如果状态 x1, x2, x3和 x4都可观测,则对于子系

统 q1,选取 M +1个样本数据,即 x2(0)—x2(M),从

而得测量向量 Y ∗
1 =

[
x2(0),x2(1), · · · ,x2(M)

]T
和状

态矩阵

X1 =


1 x2(0) · · · xN

2 (0)

1 x2(1) · · · xN
2 (1)

...
... · · ·

...

1 x2(M) · · · xN
2 (M)

 .

对 于 子 系 统 q2, 选 取 M + 1 个 样 本 数

据, 即 x4(0)—x4(M), 从而得测量向量 Y ∗
2 =[

x4(0),x4(1), · · · ,x4(M)]T 和状态矩阵

X2 =


1 x4(0) · · · xN

4 (0)

1 x4(1) · · · xN
4 (1)

...
... · · ·

...

1 x4(M) · · · xN
4 (M)

 .

根据本文方法,经过等价变换后可得线性方程

组如下:

Ŷ1 = X̂1W1, Ŷ2 = X̂2W2,

其中,

X̂1 =XT
1 X1,

Ŷ1 =XT
1 Y1,

Ŷ ∗
1 =XT

1 Y
∗

1 ;

X̂2 =XT
2 X2,

Ŷ2 =XT
2 Y2,

Ŷ ∗
2 =XT

2 Y
∗

2 .

如果加权向量满足

Ŷ1 = X̂1W1 = Ŷ ∗
1 ;

Ŷ2 = X̂2W2 = Ŷ ∗
2 ,

则W1和W2是最优加权向量,从而对子系统 q1和

子系统 q2 建立控制信号:

u1(k) =−X1(k, :)W1 + xd(k+1),

u2(k) =−X2(k, :)W2 + xd(k+1),

其中 xd 为期望信号, 分别对子系统 q1 和子系

统 q2 施加控制. 设采样周期为 1 ms, 期望信号

为 xd(t) = sin(t), 选取多项式最高次数为 N = 3,

分别取 x2 和 x4 的样本数据各 3000 个, 经过 8

次迭代, 性能指标分别为: J1 = 2.71456 × 10−20,

J2 = 1.36923× 10−20, 在第 3 s 分别对两个子系统

施加控制,其仿真结果如图 4所示.

图 3 Hénon混沌系统的正弦跟踪跟踪

3.2 不确定性混沌系统跟踪控制

当系统参数摄动、存在外部干扰时,带控制项

的 Hénon混沌系统为 [28]

x1(k+1) =1− (a+∆a)x2
1(k)

+(b+∆b)x2(k)+d1(k)+u(k),

x2(k+1) =x1(k)+d2(k), (27)

其中不确定性为 ∆a = 0.01, ∆b = −0.01; 外部干扰

分别为 d1(k) = 0.1sin(k), d2(k) = 0.04sin(k). 令控

制项 u(k) = 0,设多项式最高次数 N = 3,取 30个样

本数据,经过 8次迭代计算,性能指标为 J = 0.

仿真4 不确定混沌系统平衡点跟踪和正弦信

号跟踪

分别给定参考信号 x∗1(k) = 0.6314 和 x∗1(k) =

0.5sin(πk/20), 在 t = 30 s加入最优控制量 uopt(k),

系统状态变化曲线分别如图 5和图 6所示.
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图 4 两个互联 Duffing混沌系统正弦跟踪 (a)子系统 q1 的跟踪控制结果; (b)子系统 q1 的跟踪误差; (c)子系统 q2 的跟踪控制结果;
(d)子系统 q2 的跟踪误差

图 5 平衡点跟踪

图 6 正弦跟踪

由图 5和图 6可知, 本文提出的基于 CGA的

多项式函数模型拟合方法在不确定混沌系统的跟

踪控制中不仅有很强的抗干扰能力,而且有很强的

抑制混沌系统参数摄动的能力.

4 结 论

本文研究的基于 CGA的 PBFM的前馈补偿控

制方法不需要被控混沌系统的数学模型,通过多项

式基函数 (PBF)拟合模型来辨识未知被控对象,设

计了最优控制器. 数值仿真试验表明了该控制方法

可以使混沌系统跟踪任意给定的参考信号,不仅具

有响应速度快、控制精度高,而且具有很强的抑制

混沌系统参数摄动能力和抗干扰能力. 与文献 [35]

相比,本文提出的控制方法只有 4个加权系数需要

调整, 具有计算量小的优势. 由图 4 可知, 与文献

[36]相比,本文方法具有更高的跟踪精度和更快的

响应速度.
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Abstract
For the control of uncertainty chaos systems, a compensation control method using the polynomial-basis-functions model (PBFM)

based on conjugate gradient algorithm (CGA) is studied. In the proposed method, dynamic properties of a chaotic system are first fitted
by PBFM, and then feedforward compensation control for the uncertainty chaos system is implemented by using good fitting PBFM.
The proposed approach can quickly track any given reference signal without the need of a mathematic model of chaos system. The
numerical simulation results show that the proposed control method has not only the fast response speed and high control accuracy, but
also a strong inhibitory ability to parameter perturbation and the anti-interference ability for the chaos system.
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