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不变本征算符方法求解含不同在位势的

一维双原子链的色散关系
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本文运用全量子化的不变本征算符方法,求解了含有不同简谐在位势的一维双原子链模型,得到其色散关系并

讨论了不同在位势系数之比和力常数对于色散关系高频支和低频支的影响,分析发现在位势的存在使得低频支和

高频支的频谱都有一定程度的抬高;在一定的条件下,布里渊区边界的高频支与低频支存在交点,意味着在某些在

位势下,高频支与低频支的频隙为零.
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1 引 言

晶格振动是晶体中的原子在作集体的振动,

振动的传播表现为格波. 传统的求解方法是以牛

顿方程为基础, 写出晶格的振动方程, 而后设其有

行波解和周期性条件代入求解即可得出其色散关

系, 但其本质上晶格振动方程仍然是经典的而非

量子的, 且求解复杂有相当的局限性. 不变本征算

符方法 (Invariant Eigen-Operator method, IEO)[1] 是

从 Heisenberg 思想出发, 关注能级的间隙, 同时结

合 Schrodinger 算符的物理意义, 把本征态的思想

推广到不变本征算符的概念,从而使 Heisenberg方

程的用途更加广泛, 借助不变本征算符方法, 利用

Heisenberg方程,无需涉及系统的具体量子态和波

函数,就可以简介方便地得到量子系统的能量本征

值信息.

原子链中的原子不但存在相互作用势能,同时

可能存在与邻近原子无关的在位 (on-site)势能 [2].

近年来随着生物神经信号传输、聚合物中能量输

运、约瑟夫森结阵列等方面的研究,作为神经、聚

合物、约瑟夫森结阵列等一维基本模型的一维原

子链的研究得到拓展, 特别是具有在位势的一维

Klein-Gordon双原子链 [3]和 β -FPU双原子链 [4]备

受关注, 这些非线性双原子链具有二次 (简谐) 和

四次 (非简谐)在位势,晶格振动在频隙中产生呼吸

子 [5],即空间局域的时间周期振动.

在位势对晶格振动色散关系的影响同样引起

了人们的极大关注,例如, 2006年田强等人 [6] 研究

了在位势对于一维双原子链长声学波的影响,发现

在位势使色散关系声频支在布里渊区中心的振动

频率不再为零, 并且随在位势的增大而增大; 2009

年潘雪琴等人 [7] 研究了具有在位势的一维双原子

链的低频支长波振动图像,发现原胞中两种院子的

振幅不再一致,低频支长波膜不再是原胞质心的运

动. 然而, 具有不同在位势系数的双原子链的色散

关系目前尚无相关研究,本文将采取全量子化的不

变本征算符方法来求解含有简谐在位势的一维双

原子链,并分析研究在位势系数和力常数等参数对

晶格振动色散关系的影响.

2 不变本征算符方法的引入 [1]

不变本征算符的思想来源于最基本的
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Schrödinger 方程和 Heisenberg 方程, 众所周知
Schrödinger方程

i
d
dt

ψ = Hψ (1)

对于不含时的哈密顿量 H
(∂H

∂ t
= 0

)
, 其定态

Schrödinger 方程为 Hψ = Eψ . 当转到 Heisenberg
绘景时,力学量算符 Ôe的随时间演化受 Heisenberg
方程支配

i
d
dt

Ôe = [Ôe ,H], (2)

若算符 Ôe 满足

[Ôe ,H] = λ Ôe , (3)

则

i
d
dt

Ôe = λ Ôe . (4)

算符 Ôe 在 i
d
dt
的作用下是 “不变量”. 这样如果算

符满足 (4)式,则称其为系统的一个 “一阶”不变本
征算符.在引入的算符本征方程中, 本征值 λ 与哈
密顿量的本征能谱有密切关系,其对应的是系统的
能级之差.
假设 {|ϕ⟩i}是哈密顿量 H 的本征态集合构成

Hilbert空间的完备集. |ϕ⟩a与 |ϕ⟩b是其中任意两个

非简并本征态,对应能量本征值分别为 Ea 和Eb,即

H|ϕ⟩a = Ea|ϕ⟩a,

H|ϕ⟩b = Eb|ϕ⟩b. (5)

再根据 (3)式有

a⟨ϕ |[Ôe ,H]|ϕ⟩b = a⟨ϕ |ÔeH −HÔe |ϕ⟩b

= (Ea −Eb)a⟨ϕ |Ôe |ϕ⟩b

= λa⟨ϕ |Ôe |ϕ⟩b. (6)

由于 Ôe 为非零算符, 必然存在 |ϕ⟩a 与 |ϕ⟩b 使得

⟨ϕ |Ôe |ϕ⟩b ̸= 0,则

λ = Ea −Eb, (7)

即 λ 代表了系统的能级差. 按照 (2)式,若一次微商
不满足算符方程,则做二次微商并结合 Heisenberg
方程,若能使下式成立:(

i
d
dt

)2

Ôe = [[Ôe ,H],H] = λ Ôe , (8)

则称 Ôe 为系统的 “二阶”不变本征算符.此时
√

λ
就是两个相邻能记得能隙.用类似 (6)式的方法

a⟨ϕ |[[Ôe ,H],H]|ϕ⟩b

=a⟨ϕ |ÔeH2 −2HÔeH +H2Ôe |ϕ⟩b

=(Ea −Eb)
2
a⟨ϕ |Ôe |ϕ⟩b

=λa⟨ϕ |Ôe |ϕ⟩b. (9)

当矩阵元a⟨ϕ |Ôe |ϕ⟩b ̸= 0, 两个态的能量间隔为

Eb −Ea =
√

λ .

不变本征算符方法从算符入手直接关注哈密

顿量的能谱,与常规的 Schrödinger方程方法大相径

庭, 在某些复杂系统中系统的本征态难以求解, 但

IEO方法直接求解其能量间隔有其天然的优势,下

面将以全量子花的不变本征算符方法求解含有不

同简谐在位势的一维双原子链的色散关系.

3 含有不同简谐在位势的一维双原子
链的色散关系

设相邻原子之间平衡距离为 a 的一维双原子

链,原子质量分别为 m1 与 m2,以算符 X̂2n 和 P̂2n 表

示第 n个原胞内质量为 m1 的原子离开平衡位置的

位移和速度,其在位势则为
1
2

ηX̂2
2n. 以算符 X̂2n+1和

P̂2n 表示第 n个原胞内质量为 m2 的原子离开平衡

位置的位移和速度,其在位势则分别为
1
2

η1X̂2
2n 和

1
2

η2X̂2
2n+1, 在简谐近似下, 具有不同在位势的一维

双原子链晶格振动哈密顿量为

Ĥ =∑
n

{
P̂2

2n
2m1

+
P̂2

2n+1

2m2
+

1
2

λ (X̂2n − X̂2n+1)
2

+
1
2

λ (X̂2n+1 − X̂2n+2)
2 +

1
2

η1X̂2
2n

+
1
2

η2X̂2
2n+1

}
. (10)

计算各原子的动量算符和位置算符与哈密顿量 Ĥ

的对易关系,有

[P̂2m, Ĥ] =i{λ X̂2m+1 +λ X̂2m−1 − X̂2m(2λ +η1)},

[P̂2m+1, Ĥ] =i{λ X̂2m +λ X̂2m+2

− X̂2m+1(2λ +η2)}, (11)

和

[X̂2n, Ĥ] =
i

m1
P̂2n, [X̂2n+1, Ĥ] =

i
m2

P̂2n+1. (12)

构造不变本征算符 F̂ ,令

F̂ = ∑
m
( f2mP̂2m + f2m+1P̂2m+1), (13)
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计算 F̂ 与哈密顿量 Ĥ 的对易关系,代入 (11)式与
(12)式可得

[F,H] =∑
m

{
iX̂2m[ f2m+1λ + f2m−1λ − f2m(2λ +η1)]

+ iX̂2m+1[ f2mλ + f2m+2λ

− f2m+1(2λ +η2)]
}
. (14)

再次对易后有

[[F̂ , Ĥ], Ĥ]

=∑
m
{P̂2m[ f2m(2λ +η)−λ ( f2m+1 + f2m−1)]/m1

+ P̂2m+1[ f2m+1(2λ +η)−λ ( f2m + f2m+2)]/m2}

=ω2 ∑
m
( f2mP̂2m + f2m+1P̂2m+1). (15)

逐项比较后有

f2m(2λ +η1)−λ ( f2m+1 + f2m−1)

= f2mm1ω2 f2m+1(2λ +η2)−λ ( f2m + f2m+2)

= f2m+1m2ω2. (16)

ω2 须有解存在,所以

1
m1

{
(2λ +η1)−

λ ( f2m+1 + f2m−1)

f2m

}
=

1
m2

{
(2λ +η2)−

λ ( f2m + f2m+2)

f2m+1

}
. (17)

令 f2m = ξ cos2mθ , f2m+1 = ξ ′ cos(2m + 1)θ 代入
上式,

1
m1

{
(2λ +η1)−

2λξ ′ cosθ
ξ

}
= ω2,

1
m2

{
(2λ +η2)−

2λξ cosθ
ξ ′

}
= ω2, (18)

所以

ξ ′

ξ
=

(2λ +η1)−m1ω2

2λ cosθ
=

2λ cosθ
(2λ +η2)−m2ω2 . (19)

有方程

m1m2ω4 −ω2[(2λ +η1)m2 +(2λ +η2)m1]

+ (2λ +η1)(2λ +η2)−4λ 2 cos2 θ = 0, (20)

解得

ω2
± =

1
2

{
2λ +η1

m1
+

2λ +η2

m2
±
[(

2λ +η1

m1

− 2λ +η2

m2

)2

+
16λ 2 cos2 θ

m1m2

]1/2}
. (21)

若 m1 = m2 且 η1 = η2 即两原子完全相同时则

回到文献中含有在位势的一维单原子链的情况. 另

外,根据 (21)式可以看出色散关系分为两支分别是
高频支和低频支,在没有在位势的情况下即为固体
物理中的光学波和声学波. 因此, 在位势的存在影
响着晶格振动的色散关系,进而影响着晶格的物理
特性. 下面分多种情况讨论不同在位势系数对一维
双原子链的色散关系的影响.

4 一维双原子链振动色散关系

在晶格振动色散关系的研究中, 通常选取波
矢在简约布里渊区, 因此下面仅考虑在简约布里
渊区的色散关系图, 其他布里渊区的情况可通过
对称平移而得到. 此外, 我们在作图的过程中选取
ω0 =

√
λ/m1 = 1假定两原子质量为 m1/m2 = 1/4,

这一处理对所得的结果没有影响.图 1中我们考虑
不同在位势系数和力常数对色散关系低频支的影

响, 并选取 η1/λ = 0.5, 而图 2 考虑色散关系高频
支在不同在位势系数和力常数下的变化规律,这里
我们以假定 η2/η1 = 2, 图 3 是在位势系数对频隙
∆ω = ω+−ω−的影响.
从图 1 和图 2 看出两个在位势系数之比和力

常数显著的影响着晶格振动的色散关系, 尤其从
在位势和力常数之比中可以看出在位势的存在使

色散关系 ω(q)各处均有不同程度的升高. 现着重
考察布里渊区底部和顶部的色散关系,即 θ = 0和
θ = π/2的情况,根据 (21)式不难得到晶格振动声
频支底为

ω2
−(0) =

1
2m1m2

{
m2(2λ +η1)+m1(2λ +η2)

−
√
[m2(2λ +η1)−m1(2λ +η2)]2 +16λ 2m1m2

}
.

(22)

显然, 若晶格中无在位势的存在, 无论两原子质量
比和力常数如何变化,低频支的长波极限 ω2

−(θ →
0)→ 0,当若有在位势存在时则 ω2

−(θ → 0) > 0,这
是在位势存在的显著标志,并且随着在位势和力常
数之比的增大而 ω−(0)呈非线性增加. 对于低频支
布里渊区顶部有

ω2
−

(
π

2

)
=

1
2m1m2

{
m2(2λ +η1)+m1(2λ +η2)

−
√

[m2(2λ +η1)−m1(2λ +η2)]2
}
. (23)

由此可以看出, 它不仅与两原子的质量和力常数
有关, 而且也与在位势系数之比有关, 当在位势系
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数之比 (η2/η1)增大时,低频支布里渊区顶部也呈

现非线性增加, 而当位势系数之比 η2/η1 → ∞ 时,

ω2
−

(π
2

)
趋向于某极限值.从整体上看,随着位势系

数与力常数之比的逐渐增大,低频支布里渊区地步

和顶部之差逐渐减小, 这是因为, 当简谐在位势不

断增大, 远远大于力常数时, 一维双原子链就逐渐

演化成两种独立的谐振子,从而布里渊区底部和顶

部趋于一致.

对于晶格振动的高频支,同样研究其布里渊区

底部和顶部.在长波极限下,有

ω2
+(0) =

1
2m1m2

{
m2(2λ +η1)+m1(2λ +η2)

+
√
[m2(2λ +η1)−m1(2λ +η2)]2 +16λ 2m1m2

}
.

(24)

可以看出,在位势的存在引起了高频支顶 ω+(0)的

显著升高;而不同在位势系数之对其变化规律影响

是: 当 η2/η1 增大时 ω+(0)显著增大,反之则趋于

一常数. 在布里渊区的边界
(

q → π
2

)
,格波频率为

ω2
+

(
π

2

)
=

1
2m1m2

{
m2(2λ +η1)+m1(2λ +η2)

+
√
[m2(2λ +η1)−m1(2λ +η2)]2

}
.

这表明在位势使得晶格振动频隙变宽,同时由图 2
不难看出, 对于高频支, 其最大值与最小值君随在
位势的增加而增加,但最大值与最小值之差却随在
位势增加而减小.
最后, 考察整个布里渊区的色散关系, 不难发

现,晶格的色散关系与布里渊区底部和顶部的变化
规律相同, 而且随着在位势的增大, 色散关系受布
里渊区的影响越来越小,布里渊区中心和边界逐渐
趋向一致, 而有图 3 可以发现, 高频支与低频支的
频隙间隔 ∆ω 随着在位势的增加先减小后增加,且

由 (21)式可知
2λ +η1

m1
=

2λ +η2

m2
时在布里渊区边

界有 ∆ω = 0存在, 这意味着高频支与低频支在布
里渊区底部有交点存在,这是常规的晶格振动所没
有的.
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5 结 论

在固体物理学有关晶格振动的常规教学和

科研中, 一般只考虑原子间的相互作用势能, 然
而当原子处于特定的介质或场中时, 原子链还存
在与邻近原子无关的在位势, 对于不同的原子,
其在位势系数也不同. 本文采用不同于经典格
波法的 IEO 方法研究了含有不同简谐在位势的
一维双原子链的色散关系, 并分析了不同在位势
系数之比以及和力常数之比对于色散关系的影

响. 发现: 1) 在位势使得 ω−(0) ̸= 0, 出现了能隙
且该能隙随着在位势的增大而非线性增大. 2) 随
着在位势的增大, 色散关系受布里渊区的影响变
小, 当在位势足够大时 ω±(θ) 几乎不随 θ 的改
变而变化, 这时的原子链近似于谐振子. 3) 随着

在位势的变化若
2λ +η1

m1
=

2λ +η2

m2
, 则在布里渊

区边界处 ∆ω = 0 即高频支与低频支相交, 此时
ω+

(
± π

2

)
= ω−

(
± π

2

)
,这是以往的文献所未提及

的,其物理应用尚有待于实验上的进一步探索.
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Solving dispersion relations of one-dimensional
diatomic chain with on-site potential by invariant

eigen-operator method
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Abstract
The dispersion law of a one-dimensional diatomic lattice with on-site potential cross on its dispersion relation is solved under

the harmonic approximation with quantized invariant eigen-operator method (IEO) and the influences of on-site potential and force
constant are discussed. It is shown that due to the existence of on-site potential the lattice vibration spectra induced are shifted. Under
certain conditions, the point of intersection exist between optical branch and acoustic branch in the boundary of Brillioun zone, which
means the frequency gap between optical branch and acoustic branch is zero.
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