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纳米线减反层的解析设计法*
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本文通过分析比较给出了常用二维等效介质理论解析解的适用条件并且将有效介质理论的适用范围推广至零

级衍射边界处,并通过 FDTD模拟验证了该解析方法的准确性. 这不仅解决了长期以来没有精确二维有效介质理论

(2D-EMT)解析解的困境,而且使得直接用解析公式设计和定量解释减反微结构的减反效果变得可能,有着广泛的

应用前景.
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1 引 言

减小反射率无论在太阳能电池 [1,2] 还是光电

探测器以及增透膜领域都是非常重要的研究课题,
包括介质减反 [3,4],微结构二次反射减反 [5],微结构
等效介质减反 [6−8],微结构散射减反 [9,10]等多种方

法. 通过涂有介质减反层能够将反射率降至 0,但是
由于介质涂层折射率的有限性和涂层与衬底的晶

格失配以及热龟裂等缺点,大大限制了介质减反层
的应用范围. 另一方面, 周期较小的微结构称作零
级衍射光栅,平面波经过该微结构其波前并不发生
改变, 这种现象类似平面波经过介质涂层, 因而该
层微结构能够等效为减反层,其等效折射率由有效
介质理论 (effective medium theory, EMT)决定.
一维微结构的 EMT 解析解 (closed-form solu-

tion) 能够精确地得到微结构的等效折射率 [11,12].
然而自从上世纪 90 年代以来, 理论上就没有精
确二维微结构的 EMT解析解出现 [13−15], EMT的
热点也从介电材料、半导体材料转向金属超构材

料 [16], 人们绕过推导二维微结构的 EMT 解析解,
转而用数值方法得到准确的二维微结构的等效折

射率并借此设计减反微结构功能层 [8,17].
近期, 随着实验工艺的进展, 小周期微结构变

得越来越容易获得. 仿生蛾眼 (Moth-eye) 结构 [18]

和黑硅 (black silicon)[19] 由于优良的低反射率受到

广泛关注. 人们在理论上试图使用二维 EMT解析
解得到微结构的等效折射率并取得了进展 [20−22],
但还是能看到二维 EMT解析解与数值模拟或者实
验数据在某些波段的巨大差距 [21,23−25]. 没有精确
的二维 EMT解析解仍是一个难题.
本文通过 FDTD数值模拟,证实众多二维 EMT

解析解并不是一无是处, 相反, 如果给各个解析解
限定适当的归一化周期,将会使得相应的解析解非
常准确,从而巧妙地解决了没有二维精确解析解的
难题. 据此, 进一步提出了基于解析解设计微结构
减反层的方法, 该方法简单易行, 经过数值模拟证
实能够准确设计减反微结构层. 为进一步解释黑硅
低反射率和解析设计微结构减反层奠定了基础.

2 二维等效介质理论适用范围:零级衍
射光栅

2.1 理论模型

当一束平面波入射到周期光栅后,被光栅分成
两组等相位面的波前, 特定方向的波前发生干涉,
形成经过光栅后的衍射光波 (图 1). 为了方便研究,
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将光栅分为三个层级,以距离恰好有一个光栅周期
的任意一对光线为研究对象,只看光达到光栅层和
光最后离开光栅层的相位差. 光束相干的条件:

P×nm × sinθm +P×ni × sinθi

=mλ , m =±1,±2 · · · , (1)

其中 P为光栅周期, ni 和 θi 分别是入射光所经历

的折射率和入射到光栅上的入射角, nm 和 θm 则分

别是第 m级衍射光所经历的折射率和衍射角, λ 为
入射光在自由空间的波长.

图 1 入射角为 θi 的平面波从均匀入射层入射到达光栅后波

前被切割,然后进入均质介 nm 发生角度为 θm 的 m级衍射的示

意图

考虑到空气 ni = 1, nm 是基底的折射率 ns, 上
述公式处理为关于衍射角的形式 [26−28]:

sinθm =
mλ
nsP

−
sinθi

ns
. (2)

因而,没有高阶衍射光的临界条件是

|sinθm|=
∣∣∣∣mλ
nsP

−
sinθi

ns

∣∣∣∣> 1, (3)

即当一个光栅的周期小到

P <
λ

ns + sinθi
, (4a)

或归一化周期满足

P
λ

<
λ

ns + sinθi
. (4b)

入射角为 θi 的平面波经过该层微结构层,不再
发生高阶衍射, 这样的光栅被称为零级衍射光栅,
(4)式就是零级衍射光栅的边界条件,其中

P
λ
定义

为归一化周期.下面将通过 FDTD证实满足该条件
的微结构的对光的调制作用可以等效为介质层,即
满足 EMT条件.

2.2 数值模拟

采用时域有限差分法 (FDTD) 数值解含有
结构的麦克斯韦方程, 以验证周期光栅的等效
为介质层的条件. 在软件 FDTD solution 8.0 中,
用波长 1200 nm 的单色光照射涂有一层某折射
率的均质介质层的硅基底 (如图 2(a)). 得到垂
直于该结构的截面上电场矢量模方的瞬态图

(real(Ex)2 + real(Ey)2 + real(Ez)2) (如图 2(a)). 可以
清楚看到,平面波入射到均质介质层上并进入硅基
底,波前没有发生改变,还是平面波.

图 2 (a)波长 1200 nm的单色光入射到有一层均质介质层的硅基底上; (b),垂直截面上电场矢量模方的瞬时图,波前依然保持同相位

将均质介质层换成周期纳米圆柱 (circle), 分

别模拟周期为 P = 300 nm, 330 nm, 350 nm, 360 nm

的高度不一致, 直径不一致的 Si 圆柱体, (图 3 中

第一行中的结构图). 图 3中第一行的场图,可以很

清楚地看到对于固定的 1200 nm入射的单色光,随

着微结构的周期从 300 nm逐渐增大到 360 nm,进
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入到基底的波前逐渐显现干涉图样,而且很明显的

分界线是 P = 340 nm 左右. 由于硅在 1200 nm 波

长处的折射率近似为 n = 3.5,所以周期 340 nm对

应的归一化周期
P
λ

=
340 nm
1200 nm

正好等于
1
ns

, 也就

是说只有当
P
λ

<
1
ns

(图 3 中虚线的左半边), 该微

结构才不改变入射光的波前,对光的调制作用等效

于介质层 (参照图 2中场图). 图 3中下面两行是将

材料换成 n = 2的纯介电材料,光照波长为 680 nm

模拟中的结构图和场图. 不失一般性地研究了的

圆柱 (circle)和三角柱 (triangle)随周期改变对波前

的调制的变化. 同样可以看到当归一化周期满足

P
λ

<
1
ns
时,微结构的作用类似均质介质层;当归一

化周期
P
λ

>
1
ns
时, 该周期微结构使得平面波发生

明显的干涉,这时的微结构不能再当作均匀介质层,
有效介质层理论不再适用.

上述模拟证实了材料, 形貌, 高度对周期光栅
是否能等效为均匀介质层都没有影响. 不同于有
效介质理论需要满足归一化周期远远小于 1 的苛
刻条件,本部分证实只要微结构的归一化周期满足
(4)式,该微结构就可以等效为均匀介质层. 这样就
将 EMT 的适用范围拓展至零级衍射边界条件处,
大大增加了该理论的适用范围.

图 3 最上面一行的左边是在硅材料上构造周期 P = 300 nm, 330 nm, 350 nm, 360 nm的纳米圆柱阵列的结构图,右边是在 1200 nm波
长光照射下的场图;下面两行的左边是在 n = 2的介质材料上构造周期 P = 300 nm, 330 nm, 350 nm, 360 nm的纳米圆柱 (circle)和纳米
三角柱 (triangle)阵列的结构图,右边是经过 680 nm单色光照射得到的场图

3 二维等效介质理论解析解的使用
条件

当正入射的光经过归一化周期满足
P
λ

<
1
ns
的

周期微结构时,光的行为类似经过一介质层的行为,

这样的微结构可以等效为均匀介质层, EMT理论认

为该微结构的等效折射率仅仅和每一层微结构的

填充率 (又称作填充因子 FF: filling factor)有关系.

每一层微结构的填充率定义为该层中所含介质的

面积占该层面积的比值.

零级衍射微结构的等效折射率可以通过两种

方法获得: 最简单的方法是直接用 2D-EMT 解析

公式得到微结构的等效折射率; 一般的方法是利

用数值软件计算反射率、透射率随微结构层高度

变化的 Fabry-Perot震荡图,反推出该层的等效折射
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率 [8,17,29]. 一直以来,二维等效介质理论 (2D-EMT)

解析公式得到的等效折射率都偏离数值计算得到

的等效折射率.

图 4 nsub = 3的二维微结构等效折射率与其填充率的关系曲
线 (a)中显示的是各个解析解与归一化周期较大的数值解,其
中包括 Stavenga公式 [20] (黑色实心五角星)、Motamedi公式 [23]

(蓝色米子)、Bruggeman公式 [33] (淡绿色实心圆)、Southwell公
式 [30] (深绿色十字); (b)中显示的是解析解和归一化周期较小
的数值解,包括 Chen公式 [32] (上边界为淡蓝色线,下边界为淡
绿色线)、Maxwell-Garent公式 [31] (蓝色实线)

如图 4所示,以基底折射率 nsub = 3的高折射

率为例制作二维微结构,给出了不同填充率下的等

效折射率曲线.横坐标为
D
P

=
√

FF是为了利于各

解析公式得到的等效折射率和文献 [17]中 RCWA

得到的数值解进行比较.

根据前一部分的模拟证实,不管是解析方法还

是数值模拟法,所有的将微结构等效为某一等效介

质的方法都必须在微结构满足零级衍射条件以下

才能使用,这里微结构的归一化周期必须满足

P
λ

<
1

ns +ni sinθi
=

1
ns

=
1
3
= 0.33.

图 4(a) 和 (b) 中显示的分别为大归一化周期(
P
λ
= 0.3

)
和小归一化周期

(
P
λ = 0.2和

P
λ
= 0.1

)

下的精确的数值解和相关解析公式的比较. 其中红

色的三根线 (图 4(a)中红实线,图 4(b)中红的空心

圆圈和方框线)都是文献 [17]中数值模拟精确得到

的等效折射率随填充率变化的曲线. 可以看到, 零

级衍射边界以下,固定填充率的微结构的等效折射

率将随着微结构归一化周期的增大而逐渐增大.如

图 4(b)中红色空心圆线所示,当
P
λ
6 0.1时,固定填

充率的微结构等效折射率不再随着归一化周期减

小而减小,此时的解被称为 “静态解”. 也就是说,只

有
P
λ
6 0.1时,传统有效介质理论才完全正确. 通过

比较解析解在不同填充率下与数值解的接近程度,

可以判断出各个解析公式的使用条件. 图 4(a) 中

除去偏离数值解较大的 Southwell公式, Bruggeman

公式、Stavenga 公式、Motamedi 公式都比较接近

大归一化周期的数值解 [23];图 4(b)中 Chen’s upper

boundary公式在大部分填充率的时候低于静态解,

所以也不够准确; Maxwell-Garnett公式处在归一化

周期
P
λ

= 0.2和
P
λ

= 0.1的数值解之间,因而适合

在小归一化周期条件下使用. 虽然各种解析解有不

同的理论基础, 但是由于没有考虑到其使用范围,

解析解将偏离精确解,这就是当前理论上认为二维

解析解不正确的重要原因.

通过以上分析,可以简单地给出目前所报道的

2D-EMT解析公式的有效使用范围:

1) 当微结构周期 P 在衍射边界条件以外,

即归一化周期
P
λ

>
1

ns +ni sinθ
时

(
对于硅材料

1
ns +ni sinθ

=
1
3

)
, 2D-EMT完全不适用, 此时进入

纳米光子学领域,微结构的减反设计需要通过较为

繁琐的数值模拟才能得到,这种结构形貌复杂并且

不能有些许偏离,对实验制作提出了较高的要求.

2) 当微结构周期 P 在衍射边界条件以内且

非常接近该零级衍射边界条件, 即归一化周期

满足
2
3

(
1

ns +ni sinθ

)
<

P
λ

6 1
ns +ni sinθ

时, 可以

用 Bruggeman 相关公式和 Motamedi 公式配合使

用来得到微结构等效折射率: 对于结构填充率

0 < FF < 0.4 或 FF > 0.8 的微结构, 选用 Brugge-

man相关公式得到的等效折射率能保证在 3%以下

的误差, 这其中 Stavenga公式为显函数, 形式上更

简单,也更为常用;对于结构填充率 0.4 < FF < 0.8

的微结构, 选用 Motamedi 公式能保证得到的等效

折射率偏离数值解的误差保持在 3%以下.

3) 当微结构周期 P 进一步减小, 即归一化周
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期满足
1
3

(
1

ns +ni sinθ

)
<

P
λ
<

2
3

(
1

ns +ni sinθ

)
时(

对于硅材料 0.1 <
P
λ

< 0.2
)

, Maxwell-Garnett 公

式在 FF < 0.8 的填充率范围显得更为准确, 这与

Maxwell-Garnett 理论是基于低密度介电混合假定

是一致的 [24].

4) 当微结构周期 P 小到无限小, 即归一化周

期满足
P
λ

≪ 1
ns +ni sinθ

时, Chen’s upper boundary

比较准确. 这个归一化周期范围就是传统的有效

介质层理论所规定的使用范围. 对于可见光, 该微

结构周期必须小到几十纳米左右,这么小的微结构

在实验上实现是很困难的. 因而本文大大拓展了

2D-EMT的适用范围,并且给出了不同使用条件下

的准确的 2D-EMT解析解.

4 基于等效介质理论解析设计减反微
结构: 实例

为了验证有效折射率解析解在适当归一化周

期条件下得到微结构等效折射率的准确性,我们分

别利用 Stavenga公式和 Maxwell-Garnett公式在硅

材料上设计针对 650 nm 波长减反的微结构, 并将

减反效果和氮化硅减反层的进行比较. 图 5中黑色

正方形空心线显示了 n = 2, 厚度为 80 nm 的氮化

硅介质减反层在硅衬底上, 对 650 nm 实现完全减

反的反射率图, 310—1120 nm太阳光谱加权反射率

为 9.9%.

在 650 nm处 nsi = 3.85,根据相干减反原理,当

减反层的折射率满足振幅等分要求

nARC =
√

nSi ×nair = 1.962, (5)

高度满足相位匹配条件

d =

λ
2
2n

=
650 nm/2
2×1.962

≈ 83 nm, (6)

减反层上下界面两个复振幅分量的振幅大小相

等,相位相差半波长,从而对 650 nm波长的光完全

减反.

先用 Stavenga 公式设计微结构减反层. 根据

第三部分的讨论, Stavenga公式必须在零级衍射边

界条件处才能精确得到微结构的等效折射率.则针

对 650 nm减反的微结构周期为 P =
λ

ns +ni sinθ
≈

168 nm. 选用圆柱体作为结构基元, 则该圆柱体的

直径将由 Stavenga解析公式决定,令

neff = [FF×n2/3
silicon +(1−FF)×n2/3

air ]
3/2

= nARC = 1.962, (7)

其中, 填充率 FF =
πr2

P2 , r 为圆柱体的半径. 得到
r = 59 nm.

将 FDTD solutions 8.0 的 x, y 方向边界条件

设置为周期性边界条件, 在硅基底上构造周期为
168 nm, 半径为 59 nm, 高度为 83 nm 的圆柱阵列.
宽谱照射下, 反射率如图 5 红色空心圆形线所
示, 该结构实现了 650 nm 完全减反, 其加权反射
率为 8.0%.

再用 Maxwell-Garnett (M-G) 公式来设计微结
构减反层. 根据 M-G公式的所要满足的归一化使
用条件,针对 650nm减反的微结构的周期必须满足

P =
1
2

λ
ns +ni sinθ

= 84 nm. 同样令M-G公式

neff = ni

√√√√√√√√
1+2FF×

(
n2

s −n2
i

n2
s +2n2

i

)
1−FF×

(
n2

s −n2
i

n2
s +2n2

i

) = nARC

= 1.962, (8)

得到 r = 36.5 nm. 在 FDTD solutions 8.0 中设置
P = 84 nm,高度 83 nm,半径为 36.5 nm的周期圆柱
阵列,宽谱照射下该结构的反射率如图 5蓝色空心
三角形线所示,明显看到该结构对设计波长完全减
反,加权反射率为 9.4%.

图 5 在硅衬底上设计针对 650 nm的减反纳米线阵列和减反
层的反射率图

从图 5可以看到, Maxwell-Garnett公式设计的
减反微结构, 在短波到 420 nm 左右还能较好地符
合氮化硅介质层的减反效果,而 Stavenga公式设计
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的微结构, 早在 500 nm 就不再符合介质层的减反

效果.这是因为逐渐减小的波长以及短波长硅的大

折射率使得归一化周期超过各结构的零级衍射边

界而出现高阶衍射,此时微结构不再能等效为介质

减反层,各 EMT解析解也失效. 这一结果证明了第

二部分中讨论的内容, 即 M-G 公式的使用条件较

为远离零级衍射边界.

总之, EMT解析解的各个具体形式只有在确定

的归一化周期下使用才能精确得到微结构的等效

折射率. Stavenga公式可以准确设计二维较大周期

的减反微结构, Maxwell-Garnett公式可以准确设计

二维较小周期的减反微结构.

最后, 我们指出在设计微结构减反层时, 只求

准确,所以可以先找到合适的公式和其相应的归一

化周期再去设计微结构;在解释微结构的等效折射

率时, 入射光波长和微结构结构周期已经确定好,

也就规定了此时的归一化周期,那么只能选择该归
一化周期下对应的二维解析公式.

5 结 论

本文从光栅衍射方程出发, 用 FDTD solutions
8.0 得到微结构等效为减反层时归一化周期所要
满足的条件. 并在该条件下, 发现二维有效介质理
论解析解在合适的归一化周期下, 能够非常正确
地得到微结构的等效折射率.克服了二维微结构一
直没有准确解析解的困难. 在此基础上, 为了验证
解析解的准确性,分别用 Stavenga公式和Maxwell-
Garnett公式直接在折射率较大的硅衬底上设计了
针对 650 nm 减反的减反微结构, 通过与介质减反
层的减反效果比较,发现用解析解设计的微结构实
现了设计波长的完全减反. 结果显示, 这种方法较
之数值法能更容易地设计减反微结构 [34].
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Abstract
By investigating the difference between the analytic solutions obtained from commonly used two-dimensional effective medium

theory and the numerical solutions, we found that any analytical solution was quite accurate only at its right normalized cycle, de-
termined by its own effective range. Thus, one should solve the problem that “there was no closed-form solution for the effective
permittivity of a two-dimensional zero-order grating”, and expand the applied scope of the effective medium theory to the boundary of
zero-order diffraction. Secondly, by using the two-dimensional analytical solution, we have designed a nanowires anti-reflection layer
in silicon, which fully meet the needs of the design that reach zero reflectance at 650 nm; and the spectrum averaged reflection from
310–1120 nm is 8%, lower than silicon nitride anti-reflection layer 9.9%. Stavenga formula can be used to design a large normalized
period antireflective microstructure, while the Maxwell-Garnett formula can be used to design a small normalized cycle antireflective
microstructure. Design of antireflection structure by two-dimensional closed form solution directly is viable, which have huge potential
application value.

Keywords: zero-order diffraction grating, effective medium theory, anti-reflection for solar cell, nanowires array
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