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一类具时滞的厄尔尼诺 -南方涛动充电 -放电振子

模型的 Hopf分岔与周期解问题*

李晓静 † 陈绚青 严静

(江苏理工学院数理学院,常州 213001 )

( 2013年3月16日收到; 2013年5月6日收到修改稿 )

研究了一类具时滞的厄尔尼诺 -南方涛动充电 -放电振子模型. 给出了产生 Hopf分岔的临界时滞条件,利用

Mawhin重合度理论,探讨了该模型的周期解问题.
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1 引 言

厄尔尼诺 -南方涛动 (ENSO)是发生在赤道太

平洋的大气和海洋运动相互作用的自然现象,它所

导致的气候和生态等方面的异常变化严重影响了

全球各地区的经济发展和人类生活, 因此, ENSO

规律和预防的研究已经成为国际学术界关注的

焦点[1−8]. 文献 [9—13] 研究了由 Jin[5,6] 所提出的

ENSO充电 -放电振子理论而得到的振子模型:

dT
dt

=CT +Dh− εT 3, (1a)

dh
dt

=−ET −Rhh, (1b)

其中 T 表示赤道东太平洋的海表温度 (SST)距平,

h表示赤道西太平洋的温跃层厚度距平, C, D, E, Rh

和 ε 表示正的模式参数,有关它们的详细定义和物

理意义参见文献 [5]. 文献 [9,10] 分别利用变分迭

代方法和同伦映射方法得到了模型 (1) 的近似解.

文献 [11] 利用 Mawhin 重合度拓展定理得到了模

型 (1)的周期解.文献 [12]利用改进变分迭代方法

(MVIM) 得到了模型 (1) 的近似解. 文献 [13] 通过

数学变换将模型 (1)转换成 van der Pol方程,由 van

der Pol方程的定性分析严格证明了模型 (1)存在一
个稳定的极限环.
但是对具时滞的厄尔尼诺 -南方涛动充电 -放

电振子模型 [8]

dT
dt

=
ad
Rτ1

T − b1d
Rτ1

T (t −η)

+
b2e
Rτ2

h(t −δ )− εT 3, (2a)

dh
dt

= − cd
Rτ1

T (t −λ )−Rhh (2b)

的研究并不多见, 显然模型 (1) 是模型 (2) 当

η = δ = λ = 0 时, 并令
ad −b1d

Rτ1

= C,
b2e
Rτ2

= D,

cd
Rτ1

= E 的特殊情形. 本文首先讨论了模型 (2)

当 η = λ = 0时,即模型

dT
dt

=CT +Dh(t −δ )− εT 3, (3a)

dh
dt

=−ET −Rhh (3b)

产生 Hopf分岔的临界时滞条件.其次利用Mawhin
重合度理论研究了模型 (2)的周期解问题.用这种
方法作者曾成功解决了一些非线性问题的周期解

问题 [11,14−19].
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2 系统 (3)平衡点的稳定性和 Hopf分
岔的存在性

假设CRh < DE 成立,则系统 (3)有惟一的平衡
点 O(0,0).显然,系统 (3)的线性化方程为

dT
dt

=CT +Dh(t −δ ), (4a)

dh
dt

=−ET −Rhh, (4b)

其特征方程为

λ 2 +(Rh −C)λ −CRh +DE e−λδ = 0, (5)

可以发现时滞 δ 的变化可引起特征根 λ 的改变,
当 δ > 0 时, 由条件 CRh ̸= DE 可知 λ = 0 不是特
征方程的根,故方程 (5)具有负实部的特征根随时
滞 δ 变化成为具有正实部的特征根时必须通过虚
轴. 由于复特征根是成对出现的, 不失一般性, 假
设 λ = u+ vi 为方程 (5)的特征根, u和 v为实数且

v > 0,将其代入方程 (5)分离实虚部并令 u = 0得

DE cos(δv) = v2 +CRh, (6a)

DE sin(δv) = (C−Rh)v. (6b)

从方程 (6)中消去时滞参数 δ ,得

v4 +(C2 +R2
h)v

2 +C2R2
h −D2E2 = 0. (7)

由条件CRh < DE 可知方程 (7)中有一个正实根,记
为 ω+且

ω2
+ =

−(C2 +R2
h)+

√
∆

2
, (8)

其中 ∆ = (C2 +R2
h)

2 −4(C2R2
h −D2E2). 由 (6)式可

以得到

δk =
1

ω+

(
arccos

ω2
++CRh

DE
+2kπ

)
, (9)

此时,

Re
( dλ

dδ

)∣∣∣
λ=iω+

> 0.

综合上述的分析, 并由文献 [20] 可知系统 (3)
产生 Hopf分岔的临界时滞条件如下:
定理 1 假设 CRh < DE,则对系统 (3)有如下

结论:
1) δ ∈ [0,δ0),其零解是渐近稳定的;
2) δ > δ0,其零解是不稳定的;
3) δ = δk(k = 0,1,2, · · ·)是 Hopf分岔值,其中

δk 由 (9)式定义.

3 系统 (2)周期解的存在性结果

定理 2 在系统 (2)中,如果 A−B <
DE
Rh

,则系

统 (2)至少存在一个 ω-周期解.
证明 显然, (0,0) 是系统 (2) 的平凡周期解,

不失一般性,假设 (T,h)是系统 (2)的非平凡解.为

了行文方便,定义 ∥T∥p =
(∫ ω

0
|T (t)|p dt

) 1
p
, p > 1,

并令
ad
Rτ1

= A,
b1d
Rτ1

= B,
b2e
Rτ2

= D,
cd
Rτ1

= E, 则系统

(2)化为

dT
dt

= AT −BT (t −η)+Dh(t −δ )− εT 3, (10a)

dh
dt

=−ET (t −λ )−Rhh. (10b)

由常微分方程知识可知,若 T 是以 ω > 0为周期的
连续函数,则方程 (10b)有惟一的 ω-周期解

h(t) =
E

1− eRhω

∫ t+ω

t
eRh(s−t)T (s−λ )ds. (11)

易证若 T 为以 ω 为周期的函数,则 h也是以 ω 为
周期的函数. 将 (11)式代入 (10a)得

dT
dt

= AT −BT (t −η)

+
DE

1− eRhω

∫ t−δ+ω

t−δ
eRh(s−t+δ )

×T (s−λ )ds− εT 3, (12)

故系统 (10)存在 ω-周期解当且仅当方程 (12)存在
ω-周期解.
我们取如下记号: X = {x|x∈C(R,R),x(t+ω)≡

x(t)},其模为 |φ|0 = max
t∈[0,ω ]

|φ(t)|, ∀φ ∈ X ,显然 X 是

Banach空间. 同时定义算子

L : D(L)⊂ X → X , LT = T ′, (13)

N : X → X ,

[NT ](t) = AT −BT (t −η)

+
DE

1− eRhω

∫ t−δ+ω

t−δ
eRh(s−t+δ )

×T (s−λ )ds− εT 3, (14)

其中 D(L) = {x|x ∈C1(R,R),x(t +ω) ≡ x(t)}. 易见
Ker (L) = R, Im(L) = {x|x ∈ X ,

∫ ω
0 x(s)ds = 0},因此

L是指标为零的 Fredholm算子 [21]. 再定义投影算
子:

P : X → Ker L,Px = x(0),
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Q : X → ImQ, Qy =
1
ω

∫ ω

0
y(s)ds,

那 么 ImP = Ker L, Ker Q = ImL. 令 LP =

L|Ker P∩D(L) : Ker P ∩ D(L) → ImL, 定 义 L−1
p :

ImL −→ Ker P∩D(L) 为算子 LP 的逆算子. 由数
学分析的知识和周期函数的性质可知

[L−1
p y](t) =

∫ t

0
y(s)ds, (15)

从 (14)和 (15)式可知, N 在 Ω 是 L-紧的, 这里 Ω
是 X 中的任意有界开集.
考虑方程 LT = λNT,λ ∈ (0,1),其中 L和 N 分

别由 (13) 和 (14) 式所定义. 如果 T (t) 是算子方程
LT = λNT , λ ∈ (0,1)的任一解,则

dT
dt

= λAT −λBT (t −η)

+λ
DE

1− eRhω

∫ t−δ+ω

t−δ
eRh(s−t+δ )

×T (s−λ )ds−λεT 3, (16)

在方程 (16)两边乘以 T ,并从 0到 ω 积分有

ε∥T∥4
4 = A

∫ ω

0
|T (t)|2 dt −B

∫ ω

0
T (t −η)T (t)dt

+
DE

1− eRhω

∫ ω

0

(∫ t−δ+ω

t−δ
eRh(s−t+δ )

×T (s−λ )ds
)

T (t)dt

6
(

A+B+
DE eRhω ω
|1− eRhω|

)√
ω∥T∥2

4.

所以,存在 M1 > 0,使得

∥T∥4 6 M1. (17)

另一方面,在方程 (16)两边乘以 T ′,并从 0到
ω 积分,结合 (17)式和 Hölder不等式,有

∥T ′∥2
2 = −λB

∫ ω

0
T (t −η)T ′(t)dt

+
λDE

1− eRhω

∫ ω

0

(∫ t−δ+ω

t−δ
eRh(s−t+δ )

×T (s−λ )ds
)

T ′(t)dt

6
(

B+
DE eRhω ω
|1− eRhω |

)
ω

1
4 M1∥T ′∥2,

所以,存在 M2 > 0,使得

∥T ′∥2 6 M2. (18)

又由文献 [22] 和 (17), (18) 两式可知, 存在
M > 0,使得

|T |0

6

√
1+

√
1+ω2

2ω

(∫ ω

0
|T (t)|2 dt +

∫ ω

0
|T ′(t)|2 dt

) 1
2

6

√
1+

√
1+ω2

2ω

(
M2

1 ω
1
2 +M2

2

) 1
2

:= M.

令 Ω = {T ∈ X : |T |0 < M},当 T ∈ ∂Ω
∩

Ker L

时,有

QNT =
T
ω

∫ ω

0

(
A−B+

DE
1− eRhω

×
∫ t−δ+ω

t−δ
eRh(s−t+δ )ds− εT 2

)
dt

=
T
ω

∫ ω

0

(
A−B− DE

Rh
− εT 2

)
dt ̸= 0.

另一方面,令 J : ImQ → Ker L为恒同映射,且取变

换

H(T,µ) = −µT +(1−µ)JQNT,

(T,µ) ∈ Ω × [0,1],

那么, ∀(T,µ)∈ (∂Ω ∩Ker L)× [0,1],有H(T,µ) ̸= 0.

因此

deg{JQN,Ω ∩Ker L,0}

=deg{H(T,0),Ω ∩Ker L,0}

=deg{H(T,1),Ω ∩Ker L,0}

=deg{−I,Ω ∩Ker L,0} ̸= 0.

根据 Mawhin 重合度拓展定理 [21] 可知, 方程 (12)

至少存在一个 ω-周期解,即系统 (2)至少存在一个

ω-周期解.

4 结 论

1)由于 ENSO在年代际变化的某些时段存在

周期性特征,所以本文的研究结论从理论上给出了

ENSO循环的周期性,证明了 ENSO的年代际变化

存在着周期性现象.这样, 对进一步解释 ENSO循

环的规律,改进 ENSO预报模式, 具有一定的理论

意义和实用价值.

2)文献 [9—13]研究的方程 (1)是本文研究的

方程 (2)的特殊情形.

3)文献 [11]利用 Mawhin重合度理论,得到了

方程 (1)的周期解存在性结果,由于本文研究的方

程 (2)具有时滞,文献 [11]的方法不再适用,故本文

的结果推广和改进了文献 [11]的相应工作.
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Hopf bifurcation and the problem of periodic
solutions in a recharge-discharge oscillator model for
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Abstract
In this paper, a recharge-discharge oscillator model for El Niño and southern oscillation with time delay is investigated. We obtain

the critical time delay associated with Hopf bifurcation, and discuss the problem of periodic solutions for the model by using Maehin’s
continuation theorem.
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