
物理学报 Acta Phys. Sin. Vol. 62, No. 16 (2013) 160203
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利用修正的 CK直接方法得到了 Broer-Kau-Kupershmidt (简写为 BKK)方程组的对称、约化,通过解约化方程

得到了该方程组的一些精确解,包括双曲函数解、三角函数解、有理函数解、艾里函数解、幂级数解和孤立子解
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1 引 言

非线性发展方程在描述自然现象中起着非常

重要的作用,研究非线性发展方程的解自然成为学
者们关注的焦点. 因此很多有效的方法被提出,如
经典和非经典的李群方法、修正的 CK方法、 tanh
展开法、(G′/G)展开法、齐次平衡法、反散射法、

雅可比 (Jacobi)椭圆函数展开法等 [1−10]. 其中, 修
正的 CK 直接方法 [8,9] 是最重要的方法之一. 本
文利用修正的 CK直接方法考虑 BKK (Broer-Kau-
Kupershmidt)方程组

Hty −Hxxy +2(HHx)y +2Gxx = 0,

Gt +Gxx +2(HG)x = 0 (1)

的精确解. BKK 方程组是描述非线性和色散长重
力波在浅海水平方向均匀的深度的模型. 当 y = x

时,方程组 (1)可写成 (1+1)维 BKK方程组. 在文
献 [11]中, 作者给出了该方程组的类似对称, 并得
到了一些精确解.

本文分以下几部分: 在第二部分求出 BKK方
程组的对称; 在第三部分求出 BKK方程组的约化

方程, 并通过解约化方程得到该方程组的精确解;
在第四部分给出一个简短的结论.

2 BKK方程组的对称

假设方程组 (1)具有下述形式的对称群:

H(x, t) = α1 +β1H̃(ξ ,η ,τ)+ γ1G̃(ξ ,η ,τ),

G(x, t) = α2 +β2G̃(ξ ,η ,τ)+ γ2H̃(ξ ,η ,τ), (2)

其中 αi, βi, γi (i = 1, 2), ξ , η 和 τ 都是关于 {x,y, t}
的待定函数.
在变换 {x,y, t,H,G} →

{
ξ ,η ,τ, H̃, G̃

}
下要求

H̃(ξ ,η ,τ), G̃(ξ ,η ,τ)也满足方程组 (1),即

H̃ητ − H̃ξ ξ η +2(H̃H̃ξ )η +2G̃ξ ξ = 0,

G̃τ + G̃ξ ξ +2(H̃G̃)ξ = 0. (3)

把 (2)式代入方程组 (1),并利用约束方程组 (3),令
H̃, G̃和它们的同阶导数项的系数为零,得到一个超
定方程组,解之得

ξ =
1
2

τ ′1(t)x+ τ2(t), η = η(y),

τ = τ1(t), α1 =−1
4

τ ′′1 (t)x−
1
2

τ ′2(t),

β1 =
1
2

τ ′1(t), γ1 = 0, α2 = 0,
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β2 = η ′(y)+
1
2

τ ′1(t), γ2 = 0, (4)

其中 τ1(t), τ2(t)是关于 t 的任意光滑函数, η(y)是
关于 y的任意光滑函数.
由上述过程,对于 BKK方程组的李点对称群,

有以下定理.
定理 1 若 H̃ = H̃(ξ ,η ,τ), G̃ = G̃(ξ ,η ,τ) 是

(1)式的解,那么下列给定 H 和 G

H =−
(

1
4

τ ′′1 (t)x+
1
2

τ ′2(t)
)
+

1
2

τ ′1(t)H̃,

G =

(
η ′(y)+

1
2

τ ′1(t)
)

G̃

也是方程组 (1)的解,其中 ξ , η 和 τ 由 (4)式确定.
从而利用定理 1,建立了 BKK方程组的新、旧

解之间的关系.若选取参考文献 [11]中的一组解

H̃ =
−1

4
g′1(t)x

2 − 1
2

g′2(t)x+g3(t)

g1(t)x+g2(t)
,

G̃ =
g1(t)x+g2(t)

q(y)
, (5)

则

H = −
(

1
4

τ ′′1 (t)x+
1
2

τ ′2(t)
)

+
1
2

τ ′1(t)
−1

4
g′1(t)x

2 − 1
2

g′2(t)x+g3(t)

g1(t)x+g2(t)
,

G =

(
η ′(y)+

1
2

τ ′1(t)
)

g1(t)x+g2(t)
q(y)

, (6)

也是方程组 (1)的解. 重复此过程,从而推广了文献
[11]中的解.
根据定理 1, 若限制 τ1(t) = t + εF1(t), τ2(t) =

εF2(t), η(y) = y + εW (y), 其中 ε 是无穷小参数,
F1(t), F2(t) 是关于 t 的任意光滑函数, W (y) 是关
于 y的任意光滑函数. 由此可以得到方程组 (1)的
对称为

σ = F1(t)Ht +

(
1
2

F ′
1(t)x+F2(t)

)
Hx

+W (y)Hy +
1
2

F ′
1(t)H

−
(

1
4

F ′′
1 (t)x+

1
2

F ′
2(t)

)
,

ψ = F1(t)Gt +

(
1
2

F ′
1(t)x+F2(t)

)
Gx

+W (y)Gy +

(
W ′(y)+

1
2

F ′
1(t)

)
G. (7)

利用经典李群分析方法,可得上述对称的生成
元为

v1 = F1(t)
∂
∂ t

+

(
1
2

F ′
1(t)x+F2(t)

)
∂
∂x

+W (y)
∂
∂y

−
(

1
2

F ′
1(t)H − 1

4
F ′′

1 (t)x−
1
2

F ′
2(t)

)
∂

∂H
,

v2 = F1(t)
∂
∂ t

+

(
1
2

F ′
1(t)x+F2(t)

)
∂
∂x

+W (y)
∂
∂y

−
(

W ′(y)+
1
2

F ′
1(t)

)
∂

∂G
. (8)

由 F1(t), F2(t)和W (y)是任意函数,这里取

F1(t) = 2c1t + c2,

F2(t) = 2c3t + c4,

W (y) = c5y+ c6.

因此

V = (2c1t + c2)
∂
∂ t

+(c1x+2c3t + c4)
∂
∂x

+(c5y+ c6)
∂
∂y

− (c1H − c3)
∂

∂H

− (c5 + c1)G
∂

∂G
,

由 V 可得

V1 = 2t
∂
∂ t

+ x
∂
∂x

−H
∂

∂H
−G

∂
∂G

,

V2 =
∂
∂ t

, V3 = 2t
∂
∂x

+
∂

∂H
, V4 =

∂
∂x

,

V5 = y
∂
∂y

−G
∂

∂G
, V6 =

∂
∂6

.

上述对称之间的算子关系见表 1,由表 1可知,方程
组 (1)满足一个六维李代数.

表 1 李括号运算结果

[Vi,Vj] V1 V2 V3 V4 V5 V6

V1 0 −2V2 0 −V4 0 0

V2 2V2 0 2V4 0 0 0

V3 0 −2V4 0 0 0 0

V4 V4 0 0 0 0 0

V5 0 0 0 0 0 −V6

V6 0 0 0 0 V6 0

3 BKK方程组的相似约化和精确解

为了求出方程组 (1)的相似约化和精确解, 根
据对称 (7)式可得下述对应的特征方程组:

dt
F1

=
dx

1
2

F ′
1x+F2

=
dy
W

=
dH

−1
2

F ′
1H +

1
4

F ′′
1 x+

1
2

F ′
2

=
dG

−[W ′+
1
2

F ′
1]G

.

(9)
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表 2 方程组 (1)的经典相似约化

情况 参数取值 不变量 相似约化方程

1 F2(t) ̸= 0, F1(t) = 0, ξ = y, τ = t, G = ω(ξ ,τ), F2θty +F2t θy = 0,

W (y) = 0, H = θ(ξ ,τ)− xF ′
2/2F2, F2ωt +F2t ω = 0.

2 W (y) ̸= 0, F1(t) = 0, ξ = x, τ = t, H = θ(ξ ,τ), ωxx = 0,

F2(t) = 0, G = ω(ξ ,τ)W−1 ωt +2θxω +2ωxθ = 0.

3 F1(t) ̸= 0, F2(t) = 0, ξ = y, τ = F1x−2, G = ω(ξ ,τ)F
− 1

2
1 ξ θξ τ −θτττ +2θττ +2θττ θ −2ωττ = 0,

W (y) = 0, H = θ(ξ ,τ)x−1 +F ′′
1 x/4F ′

1 , τωξ τ +2θτ ω +2θωτ = 0.

4 F1(t) = 0, F2(t) ̸= 0, ξ = t, τ = x−F2

∫ 1
W

dy, G = ω(ξ ,τ)W−1, θξ τ −θτττ +2θ 2
τ +2θττ +2θττ θ −2ωττ = 0,

W (y) ̸= 0, H = θ(ξ ,τ)+
1
2

F ′
2

∫ 1
W

dy, ωξ +ωττ +2θτ ω +2θωτ = 0.

5 F1(t) =C1 (̸= 0), ξ = x, τ = t −C1

∫ 1
W

dy, θττ −θξ ξ τ +2θτ θξ +2θθξ τ −2ωξ ξ = 0,

F2(t) = 0, W (y) ̸= 0 H = θ(ξ ,τ), G = ω(ξ ,τ)W−1 ωτ +ωξ ξ +2θξ ω +2θωξ = 0.

6 F1(t) =C2 (̸= 0), ξ = y, τ =C2x−
∫

F2 dt, −θξ ττ +2θτ θξ +2θθξ τ +2ωττ = 0,

F2(t) ̸= 0, W (y) = 0 H = θ(ξ ,τ)+
F2(t)
2C2

, G = ω(ξ ,τ) ωττ +2θωτ +2θτ ω = 0.

通过解特征方程组 (9)得到了方程组 (1)的经典相
似约化,见表 2. 由表 2可知经过李点对称变换,这
里得到了比文献 [11]更多的约化形式.
以下考虑表 1中的 6组约化方程,从而得到方

程组 (1)的精确解.
情况 1

F2θty +F2tθy = 0, F2ωt +F2tω = 0. (10)

解方程组 (9)可得,

θ =
1

F2(t)

∫
P1(y)dy+Q(t), ω =

P2(y)
F2(t)

,

此时方程组 (1)的解为

H1 =
1

F2(t)

∫
P1(y)dy+Q(t)− xF ′

2
2F2

, G1 =
P2(y)
F2(t)

,

其中 P1(y), P2(y)是关于 y的任意光滑函数, Q(t)是

关于 t 的任意光滑函数.
情况 2

ωxx = 0, ωt +2θxω +2ωxθ = 0. (11)

解方程组 (11)可得

θ = L(t)(Ax+B),

ω =−
L′(t)

(
1
2

Ax2 +Bx+D
)

2L(t)(Ax+B)
,

此时方程组 (1)的解为 H2 = L(t)(Ax+B),

G2 =−
L′(t)

(
1
2

Ax2 +Bx+D
)

2L(t)(Ax+B)
W (y),

其中 L(t)是关于 t 的任意光滑函数, A, B, D是任意
的常数.
情况 3

ξ θξ τ −θτττ +2θττ +θττ θ −2ωττ = 0,

τωττ +2θτ ω +2θωτ = 0. (12)

这是一个 (1+ 1) 维变系数偏微分方程组. 显
然方程组 (12)存在级数解,详解过程参见本文情况
6.1,这里省略.
情况 4

θξ τ −θτττ +2θ 2
τ +2θττ +2θττ θ −2ωττ = 0,

ωξ +ωττ +2θτ ω +2θωτ = 0. (13)

为了得到方程组 (12) 更多的解, 选用 (G′/G)

展开法和辅助函数 Riccati 展开法求解. 做行波变
换 θ(ξ ,τ) = θ(η), ω(ξ ,τ) = ω(η), η = τ − lξ ,代入
到 (13)式中得

(2− l)θ ′′−θ ′′′+2θ ′2 +2θ ′′θ −2ω ′′ = 0, (14a)

−lω ′+ω ′′+2θ ′ω +2θω ′ = 0. (14b)

设方程 (14a), (14b)有如下形式的解:

θ =
m

∑
i=0

qiφ (η)i , ω =
m

∑
i=0

p jφ (η) j ,

qi ̸= 0, p j ̸= 0. (15)

平衡 (14a) 式中的 θ ′′′ 与 ω ′′, (14b) 式中的 ω ′′ 与

θ ′ω 得 m+3 = n+2, n+2 = m+n+1,即有 m = 1,
n = 2. 由 (15)式得

θ = q0 +q1φ, ω = p0 + p1φ + p2φ2. (16)
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情况 4.1 当 φ = G̃′/G̃, G̃ = G̃(η),而且 G满
足二阶的常微分方程

G̃′′+λ G̃′+µG̃ = 0, (17)

将 (16)和 (17)式代入 (14a), (14b)式令 (G̃′/G̃)相同

次数的系数为零,得到相关的代数方程组,解之得

q0 =−λ +
l
2
, q1 =

2−λ l
µ

,

p0 = p0, p1 = 0, p2 =
p0 + l

µ
. (18)

情况 4.1.1 当 λ 2 −4µ > 0,方程组 (1)有一组
双曲函数解:

H3 = −λ +
l
2
+

2−λ l
µ

(
− λ

2

+
e1 sinh

√
∆1η + e2 cosh

√
∆1η

e1 cosh
√

∆1η + e2 sinh
√

∆1η

)
,

G3 = p0 +
p0 + l

µ

(
− λ

2

+
e1 sinh

√
∆1η + e2 cosh

√
∆1η

e1 cosh
√

∆1η + e2 sinh
√

∆1η

)2

,

其中 ∆1 = λ 2 −4µ .
情况 4.1.2 当 λ 2 −4µ < 0,方程组 (1)有一组

三角函数解:

H4 = −λ +
l
2
+

2−λ l
µ

(
− λ

2

+
e1 sin

√
∆2η + e2 cos

√
∆2η

e1 cos
√

∆2η + e2 sin
√

∆2η

)
,

G4 = p0 +
p0 + l

µ

(
− λ

2

+
e1 sin

√
∆2η + e2 cos

√
∆2η

e1 cos
√

∆2η + e2 sin
√

∆2η

)2

,

其中 ∆2 = 4µ −λ 2.
情况 4.1.3 当 λ 2 −4µ = 0,方程组 (1)有一组

有理函数解:

H5 =−λ +
l
2
+

2−λ l
µ

(
−λ

2
+

e2

e1 + e2δ

)
,

G5 = p0 +
p0 + l

µ

(
−λ

2
+

e2

e1 + e2δ

)2

,

其中 η = x−F2

∫ 1
W

dy− lt, e1 和 e2 是任意非零常

数.
情况 4.2 当 φ 满足 Riccati方程

φ ′ = A+Bφ +Cφ2, (19)

将 (16)和 (19)式代入 (14a), (14b)式,令 φ 相同次
数的系数为零,得到相关的代数方程组,解之得:

B = 0, q0 = q0, q1 =
p0C+2l

2(p0 +C)
,

p0 = p0, p1 = 0, p2 =
p0lC2

2(p0 +C)
. (20)

情况 4.2.1 当 A = 1/2, C = −1/2时,方程组

(1)有四组双曲函数解:

H6 = q0 +
p0C+2l

2(p0 +C)
(coth(η)± csch(η)) ,

G6 = p0 +
p0lC2

2(p0 +C)
(coth(η)± csch(η))2 .

H7 = q0 +
p0C+2l

2(p0 +C)
(tanh(η)± i sech(η)) ,

G7 = p0 +
p0lC2

2(p0 +C)
(tanh(η)± i sech(η))2 .

H8 = q0 +
p0C+2l

2(p0 +C)

(
tanh(η)

1± sech(η)

)
,

G8 = p0 +
p0lC2

2(p0 +C)

(
tanh(η)

1± sech(η)

)2

.

H9 = q0 +
p0C+2l

2(p0 +C)

(
coth(η)

1+ i csc(η)

)
,

G9 = p0 +
p0lC2

2(p0 +C)

(
coth(η)

1+ i csc(η)

)2

.

情况 4.2.2 当 A = C = 1/2时,方程组 (1)有

四组三角周期解

H10 = q0 +
p0C+2l

2(p0 +C)
(sec(η)± tan(η)) ,

G10 = p0 +
p0lC2

2(p0 +C)
(sec(η)± tan(η))2 .

H11 = q0 +
p0C+2l

2(p0 +C)

tanη
1± secη

,

G11 = p0 +
p0lC2

2(p0 +C)

(
tanη

1± secη

)2

.

H12 = q0 +
p0C+2l

2(p0 +C)
(cot(η)± csc(η)) ,

G12 = p0 +
p0lC2

2(p0 +C)
(cot(η)± csc(η))2 .

H13 = q0 +
p0C+2l

2(p0 +C)

(
cot(η)

1+ sec(η)

)
,

G13 = p0 +
p0lC2

2(p0 +C)

(
cot(η)

1+ sec(η)

)2

.

其中 η = x−F2

∫ 1
W

dy− lt, i2 =−1.

情况 5 与情况 4类似,这里省略.

情况 6

−θξ ττ +2θτ θξ +2θθξ τ +2ωττ = 0,

ωττ +2θωτ +2θτ ω = 0. (21)

做 行 波 变 换 θ(ξ ,τ) = θ(η), ω(ξ ,τ) =

160203-4
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ω(η),η = τ − kξ ,代入到 (20)式中得到

−kθ ′′′+2kθ ′2 +2kθθ ′′+2ω ′′ = 0, (22a)

ω ′′+2θω ′+2θ ′ω = 0. (22b)

由 (22a)得

ω ′′ = k
(1

2
θ ′′′−θ ′2 −θθ ′′

)
,

ω ′ = k
(1

2
θ ′′−θθ ′

)
+K,

ω =
1
2

k
(

θ ′−θ 2
)
+Kη , (23)

其中 K 是积分常数.
把 (23)式代入到 (22b)式中,得

θ ′′′−6θ 2θ ′−Kηθ ′−Kθ = 0. (24)

情况 6.1 设方程 (23)有下述级数解:

θ(η) =
∞

∑
n=0

qnηn, (25)

由 (25)式得

θ ′(η) =
∞

∑
n=0

(n+1)qn+1ηn, (26)

θ ′′′(η) =
∞

∑
n=0

(n+1)(n+2)(n+3)qn+3ηn, (27)

θ 2θ ′ =
∞

∑
n=0

[ n

∑
k=0

k

∑
i=0

(n+1− k)qiqk−iqn+1−k

]
ηn,

(28)

把 (25)—(28)式代入 (24)式得

6q3 +
∞

∑
n=1

(n+1)(n+2)(n+3)qn+3ηn

−6

{
q2

0q1 +
∞

∑
n=0

[ n

∑
k=0

k

∑
i=0

(n+1− k)qiqk−iqn+1−k

]
ηn

}

−K(q0 +
∞

∑
n=1

nqnηn)−K
∞

∑
n=1

qnηn = 0, (29)

在 (29)式中比较系数可得

q3 =
6q2

0q1 −q0

6
. (30)

一般地,当 n > 1,由 (30)式得

qn+3 =

6
n

∑
k=0

k

∑
i=0

(n+1− k)qiqk−iqn+1−k − (n+1)qn

(n+1)(n+2)(n+3)
.

(31)

由 (30)和 (31)式,递推可得 {qn}∞
n=3, q0, q1和 q2取

任意实数, qn 就被惟一地确定下来. 显然,方程 (24)

存在级数解, 此处不再证明. 由上述过程得, 方程

(24)的级数解为

θ(η)

= q0 +q1η +q2η2 +
6q2

0q1 −q0

6
δ 3 +

∞

∑
n=1

qn+3ηn

= q0 +q1η +q2η2 +
6q2

0q1 −q0

6
η3

+

6
n

∑
k=0

k

∑
i=0

(n+1− k)qiqk−iqn+1−k − (n+1)qn

(n+1)(n+2)(n+3)
ηn,

(32)

其中 η =C2x−
∫

F2 dt−ky, ω(η)由 (23)式确定.由

此可得方程组 (1)的级数解为

H14 = θ
(

y,C2x−
∫

F2 dt
)
+

F2(t)
2C2

,

G14 = ω
(

y,C2x−
∫

F2 dt
)
.

情况 6.2 在方程 (24)中对 η 积分一次得

θ ′′ = 2θ 3 +Kηθ +β , (33)

其中 β 是积分常数, 当 K = 1 时, 方程 (33) 是

Painleve II 方程 [12], 此处列出感兴趣的几组解 (见

表 3)

表 3中, Φ(η) = ϕ ′(η)/ϕ(η),且 ϕ(η)满足

ϕ(η) = D1Ai(γ)+D2Bi(γ),

γ =−2−
1
3 η , η =C2x−

∫
F2 dt − ky, (34)

表 3 方程 (33)的解

β θ 的解

±(1/2) θ1 =∓Φ ,

±(3/2) θ2 =∓Φ ∓ 1
2Φ2 +Φ

,

±(5/2) θ3 =± 2δΦ2 +Φ +δ 2

4Φ3 +2δΦ −1
± 1

2Φ2 +δ
,

±(7/2) θ4 =± 48Φ3 +8δ 2Φ2 +28δΦ +4δ 3 −9
δ (8δΦ4 +16Φ3 +8δ 2Φ2 +8δΦ +2δ 3 −3)

∓ 2δΦ2 +Φ +δ 2

4Φ3 +2δΦ −1
∓ 3

δ
.
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Ai(γ) 和 Bi(γ) 是艾里函数, D1 和 D2 是任意常数,
ω(η)由 (23)式确定. 由此可得方程组 (1)的艾里函
数解

H15–19 = θ
(

y,C2x−
∫

F2 dt
)
+

F2(t)
2C2

,

G15–19 = ω
(

y,C2x−
∫

F2 dt
)
.

注 1: 本文中得到的精确解均已经过 MAPLE
数学软件验证.
注 2: 本文情况 4中得到的三角函数解和双曲

函数解比文献 [11] 中更加丰富. 本文情况 6 中所

得 BKK 方程组的级数解 H14, G14 及艾里函数解

H15−19, G15−19 均为新解.

4 结 论

利用修正的 CK直接方法得到了 BKK方程组
的对称以及六组约化方程,通过解约化方程得到了
该方程的很多精确解. 希望这些解在物理工程及动
力学中能起到作用. 本文也客观地说明了修正的
CK直接方法能有效的约化偏微分方程, 并得到精
确解,同时建立偏微分方程新、旧解之间的关系.
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