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二重微分散射截面中非一阶效应的理论研究*
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利用一级玻恩近似理论及 Brauner-Briggs-Klar (BBK)理论计算了不同能量入射条件下,电子单电离氢原子 (e,

2e)反应中的二重微分散射截面,把计算结果与实验数据及其他理论结果进行了比较,对 BBK模型和考虑动力学屏

蔽的 BBK模型在二重微分截面中的非一阶效应进行了详细的分析和探讨.
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1 引 言

电子碰撞 (e, 2e)反应 [1−15] 是原子与分子物理

散射领域的基本过程之一,是研究碰撞过程中粒子

之间相互作用的重要手段,也是研究原子、分子结

构及其内部各种复杂作用的重要方法. 由于其在天

体物理、等离子物理、微观反应动力学、气体激

光器的设计、重离子加速器的设计、激光同位素

的分析技术、受控核聚变、化学激光等领域具有

广泛的应用,因此引起了越来越多理论和实验物理

学家研究的兴趣.
在电子碰撞原子单电离的过程中,氢原子是人

们最早研究的对象, 但由于 (e, 2e) 反应中两个出

射电子之间以及碰撞后剩余离子之间的库仑长程

相互作用和离化反应中末态关联等问题,使得这个

简单问题在理论处理上面临许多困难,薛定谔方程

对于三体问题不能精确求解,只能利用各种近似方

法. 实验方面, 人们在不同条件下安排的测量给出

了大量的碰撞动力学信息,尤其是对三重微分散射

截面 (TDCS)的测量, 为揭示电子碰撞电离内部动

力学机制提供了依据,同时也为深入理解碰撞动力

学以及靶态粒子的特性提供了宝贵的数据. 当然,

除了三重微分截面之外, 电子入射单电离原子 (e,

2e)反应中的二重微分散射截面 (DDCS)对于等离

子物理、天体物理和辐射物理等领域的研究也十

分重要, 其在不同能量时的角分布同样带有大量

的原子电离过程的信息. 此外, DDCS 还能为人们

提供详细的比较理论和实验结果符合程度的有效

方法, 有力地推动着理论研究的发展. 因此, 对电

子入射离化原子的 DDCS进行详细的研究同样具

有十分重要的意义. 然而, 据我们所知, 目前有关

(e, 2e) 反应 DDCS 的实验和理论研究的报道相对

较少[7−12], 同时理论结果与实验数据相差也较大,

其原因可能是未考虑高阶效应的贡献. 特别地, 作

为氢原子和氦原子 (e, 2e)反应研究领域内知名的

BBK (Brauner-Briggs-Klar) 或 3C 模型和考虑动力

学屏蔽 (dynamic screening) 的 DS3C 模型, 长期以

来都被用在研究 (e, 2e)反应的三重微分散射截面.

尽管有一些关于氢原子二重微分截面的理论计算

及高阶效应的探索 [2,3]. 但是,就我们所知,目前尚

未见对氢原子 (e, 2e)反应 DDCS中所包含的非一

阶效应进行详细理论研究的报道, 因此, 有待于进

行这方面的深入探讨.

本文在完成了氢原子 (e, 2e) 反应中二重微分

散射截面的理论推导和程序编写的基础上,用一级

玻恩近似 (FBA)方法和 BBK模型及 DS3C模型对

不同入射能情况下共面非对称几何条件下电子离

化氢原子的二重微分散射截面进行了计算,并与实
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验数据及其他理论模型进行了比较,详细探讨和分

析了 BBK模型和 DS3C模型在二重微分散射截面

中所包含的非一阶效应.

2 理论计算

2.1 玻恩近似理论

假设入射电子的动量为 ki, 与氢原子碰撞后,

散射电子和敲出电子的动量分别为 k1 和 k2. 这一

过程的三重微分散射截面可写为 [3]

TDCS(k1,k2) =
d3σ

dΩ1 dΩ2 dE2

= (2π)4 k1k2

k0
|Tfi|2 , (1)

其中 Tfi 为转换矩阵元,

Tfi =
⟨
ψ−

f |Vi|ϕi
⟩
, (2)

式中 ψ−
f 和 ϕi 分别是系统末态和初态的波函数, Vi

为入射电子和靶原子在初通道的相互作用势.

Tfi ≈ (2π)−9/2 4π
K2 Γ (1+ iα2)× exp

(
− πα2

2

)
×16

√
πexp[− i

k2
lnV (q,k2)]

×
{
K ·

[
K−k2

(
1+

i
k2

)]}
×
{
[K2 − (k2 + i)2][(K−k2)

2 +1]−2} , (3)

其中,

V (q,k2) =
K2 − (k2 + i)2

q2 +1
,

K = k0 −k1, q =K−k2, (4)

K 为入射电子的动量转移, q为系统的动量转移.

2.2 BBK模型和 DS3C模型

文献 [3, 5]中对 BBK理论进行了详细的说明,

这里简要介绍末态的描述.

末态由两个出射电子与剩余 H+ 组成,其波函

数用 BBK波函数表示:

ψk1,k2(r1,r2)

=(2π)−3 e ik1·r1 e ik2·r2C (α1,k1,r1)C (α2,k2,r2)

×C (α12,k12,r12) , (5)

其中

C(α j,k j,r j)

= exp
(
− π

2
α j

)
Γ (1− iα j)1F1

×
[
iα j;1;−i(k jr j +k j ·r j)

]
, (6)

1F1 为合流超几何函数, α j( j = 1,2,12)称为索末菲

参量 [5],它可表为

α1 =− 1
k1

, α2 =− 1
k2

, α12 =
1

2k12
, (7)

其中, k12 =
1
2
(k1 −k2),由上述 αi(i = 1,2,12)得到

的末态波函数称为 3C 波函数 [5], 所以 BBK 模型

又被称为 3C 模型. 文献 [6] 中在 Berakdar 工作的

基础上,从动量相关的角度入手导出了任意几何条

件下的索末菲参量, 修正后的 BBK模型又被称为

DS3C模型. 这种修正反映了末态波函数中的动量

相关效应. 从本质上来说, 修正后得到的 DS3C 描

述了由于第三个粒子的存在而对两体库仑波函数

所产生的影响,从而较好地描述了三个两体库仑相

互作用彼此间的动力学屏蔽效应.为了得到某一个

出射电子的二重微分散射截面随出射角的变化,可

由三重微分截面对另一个电子在全部角度范围内

作积分而得到,即

(DDCS)1 =
d2σ

dΩ1 dE
=

∫ d3σ
dΩ1 dΩ2 dE

dΩ2, (8)

或者

(DDCS)2 =
d2σ

dΩ2 dE
=

∫ d3σ
dΩ1 dΩ2 dE

dΩ1. (9)

其物理意义是: 动量和能量分别为 (ki, Ei) 的电子

入射离化靶原子之后, 在立体角 dΩ1 或 dΩ2 中发

现具有动量和能量为 (k1, E1)或 (k2, E2)的两个连

续出射电子的概率.

3 结果与讨论

图 1(a), (b)分别给出了用一级玻恩近似 (FBA)

理论计算的入射能 Ei = 150 eV, θ1 = 4◦, E2 = 10 eV

以及入射能 Ei = 150 eV, θ1 = 17◦, E2 = 17 eV在共

面非对称几何条件下电子碰撞电离氢原子的 TDCS

随出射角变化的关系曲线.计算结果在图中标记为

FBA. 为了便于比较, 同时给出了其他文献中的理

论结果并做了相应的标记.由于早期理论文献已有

一级玻恩近似的结果 [3],因此在图 1(a)中给出的结

果与已有实验数据及其他理论模型所得曲线进行

了比较, 而在图 1(b) 中仅给出一些理论预言结果,

且所得数据在出射角 θ2 = 60◦ 处进行了归一化处

理. 如图 1(a)所示,目前的计算结果与实验数据及
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其他理论结果在幅度上符合得较好,同时曲线整体

截面结构与实验数据基本一致.与文献 [3]中 Yang

等的理论结果相比,图 1(a)中的计算结果在曲线截

面幅度与曲线结构及峰谷角分布等方面上与其完

全重合,这也从侧面反映了我们目前计算程序的正

确性和可靠性.

图 1 电子离化氢原子的 TDCS随 θ2 变化的关系曲线,实心点为
实验结果 [3] (a) E i = 150 eV, E2 = 10 eV, θ2 = 4◦; (b) E i = 150 eV,
E2 = 17 eV, θ2 = 17◦

3.1 BBK模型中的非一阶效应

实验和理论的二重微分截面结果如图 2, 图 3

所示. 其中, 图 2 给出了入射能 Ei = 15.6, 17.6 eV

几何条件下电子离化氢原子的 DDCS随散射角 θ1

变化的关系曲线;图 3给出了 Ei = 25 eV几何条件

下电子离化氢原子的 DDCS随 θ1变化的关系曲线.

为了详细分析 DDCS 中的非一阶效应, 对计算结

果进行了相应的归一化处理. 在以下的讨论中, 把

FBA理论结果称为一阶效应,对其未包含的高阶物

理效应统称为非一阶效应.
如图 2(a) 所示, 当入射能 Ei = 15.6 eV、散射

电子能量 E1 = 1.2 eV时,实验数据呈现较为清晰的

双峰结构雏形. 可以看到,在小散射角区域,实验数

据单调迅速递减,而在中间散射角区域 θ1 = 60◦—

120◦ 较为平缓,在大散射角区域,尽管没有相应的

实验测量, 但整体截面呈现一些上升的趋势. BBK

模型的理论曲线给出了平滑的曲线结构, 其幅度

明显低于实验数据及 ECS (exterior complex scaling)

模型和收敛密耦合 (CCC)理论结果,且曲线在空间

上的角分布差异较大,尤其是向前峰 θ1 = 0◦—60◦

处与实验数据单调迅速减小的趋势明显不符.这主

要是由于在近阈值能量入射情况下, BBK 模型对

于末态的描述不准确而造成的. 相反, FBA理论结

果给出了与实验数据及 ECS 和 CCC 理论结果在

角分布上相一致的变化趋势. 在整个散射角区域

内, FBA 理论曲线在单调迅速地递减. 但是, 在大

散射角区域内,实验数据有上升的趋势,而 FBA理

论曲线依旧递减. 这一规律与 FBA理论在三重微

分截面中的特点类似. 当入射能 Ei = 15.6 eV, E1 =

1.8 eV时,如图 2(b)所示. BBK模型给出的理论曲

线仍然呈现平滑的结构, 在截面的结构上与实验

数据符合得不好,且所给出的截面幅度远低于实验

数据给出的结果,尤其是向前峰的幅度与实验数据

相差较大.其特征及趋势与图 2(a)基本一致.同样,

FBA理论给出了与实验数据相符合的曲线结构,且

在角分布上与实验符合得较好.尤其在小散射角度

区域, 理论曲线与实验数据基本重合. 为什么会出

现这种情况呢?经过分析后认为,在近阈值附近入

射情况下, 一级玻恩近似模型较为粗糙, 它仅能较

好地近似描述高能区的散射行为,而难以很好地定

量反应低能区的复杂物理效应,因此,文中 FBA理

论与实验符合好的原因可能仅仅是一种巧合.而对

于 DS3C模型在该能区与实验符合的不是很好,究

其原因,这很可能是由于初通道中的较简单的平面

波波函数难以较好地描述复杂的电子相关效应及

入射电子所感受核势的扭曲效应. 同时, 由于电子

入射所引起靶态极化效应也会在近阈值能区起着

重要作用. 此外, 末态通道中也可能存在多种碰撞

机制或其他效应,这些效应都有可能掩盖掉一些碰

撞过程中在二重微分截面上所呈现的结构特征. 最

后,在近阈值附近能量入射电离氢的 (e, 2e)反应中,

ECS和 CCC理论给出了与实验数据基本重合的曲

线,且在大散射角区域,预言了较高的幅度,与实验

变化趋势较符合.
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图 2 电子离化氢原子的 DDCS随 θ1 变化的关系曲线,实心点为实验结果 [10] (a) E i = 15.6 eV, E1 = 1.2 eV; (b) E i = 15.6 eV,
E1 = 1.8 eV; (c) E i = 17.6 eV, E1 = 2 eV; (d) E i = 17.6 eV, E1 = 3.75 eV

图 2(c), (d) 给出了入射能量 Ei = 17.6 eV,

E1 = 2, 3.75 eV时,用一级玻恩近似、BBK和DS3C

模型计算的理论曲线与实验数据及其他理论结果

的比较. 由图 2(c)可见,实验数据所给出的截面呈

现很弱的双峰结构, BBK模型给出的理论曲线无论

在峰谷的角分布上还是在截面的幅度上均与实验

数据不符.尽管在小散射角度区域内, BBK曲线给

出了递减的趋势,但其相对幅度依旧过低. 当 E1 增

加到 3.75 eV时, BBK模型与实验数据相比的峰谷

结构类似,且在整体上有了一定的改善. 相反, FBA

理论结果给出了与实验数据在角分布上相一致的

变化趋势, 在整个散射角区域内, 理论曲线在单调

迅速的递减. 在大散射角区域内,实验数据有上升

的趋势,而 FBA理论曲线依旧递减.同样,在该能量

区域, ECS 和 CCC理论在中间散射角度区域给出

了与实验数据重合的曲线, 且在大散射角区域, 预

言了较高的幅度, 整体所呈现的规律与图 2(a), (b)

中类似,这主要是由于这两种理论模型与普通的微

扰近似方法 (FBA 理论, BBK 模型) 不同, 而是采

用的非微扰数值求解,利用数值方法求解薛定谔方

程, 得到精确的跃迁矩阵元, 求解过程中并不依赖

于散射过程中相互作用势的阶数. 因此, 在求解低

能电子入射氢原子的问题上能取得了较好的效果.

图 3(a)—(d)给出了入射能量 Ei = 25 eV, E1 = 5, 7,

9, 11 eV时,二重微分截面随散射角的变化趋势. 纵

观图 3可以看到, BBK曲线大幅度提高了与实验数

据的符合程度, 尤其是在小散射角区域. 尽管实验

数据高于 BBK理论,但 BBK曲线得到了明显的抬

升. 在角分布上, 目前的计算与实验之间符合得也

很好, BBK给出了与实验相一致的变化趋势. 对于

FBA理论,可以看到,在各种几何条件下, FBA曲线

始终给出了与实验数据相一致的描述. 在小散射区

域, 尽管部分曲线高于实验数据, 目前的结果与实

验符合得较好.在大散射角区域,与 ECS和 CCC理

论预言结果符合得非常好.

结合图 2, 3可见,在低能入射情况下,随着能量

的增大, BBK 模型在结构上整体有了明显的抬升,

显现出一定的峰谷结构, 尤其是在前向散射峰处.

与实验数据及其他理论结果得到了一定的符合.而

固定能量在阈值附近时,随着散射电子能量的增加,

实验数据给出的向前峰相对幅度逐渐增加,向后峰

θ1 = 100◦—180◦ 相对幅度呈现递减趋势. BBK 模
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型始终显现出光滑的曲线, 峰谷结构很少, 且截面

的幅度远远小于实验数据给出的结果,与实验数据

明显不符.相反, FBA曲线给出了与实验数据符合

较好的理论预言. 如:给出的向前峰相对幅度随 E1

的增加而逐渐递增; 向后峰雏形的相对幅度随 E1

的增加呈现递减趋势,与实验数据呈现出相同的规

律性;且与已有的实验数据及其他理论结果之间符

合的很好.由此可见, BBK模型中非一阶效应是非

常显著的.

3.2 DS3C模型中的非一阶效应

DS3C模型通过修改 BBK模型中的索末菲参

量, 从而修正了末通道中三体之间的动力学屏蔽

效应.因此,在低能入射情况下,探究 DS3C模型中

的非一阶效应尤为必要.如图 2(a)所示, 当入射能

Ei = 15.6 eV、散射电子能量 E1 = 1.2 eV时, DS3C

曲线给出了与实验结构相一致的结构,尽管其幅度

低于实验数据及 ECS与 CCC理论结果,但曲线在

空间上的角分布与实验数据符合得较好,尤其是向

前峰 θ1 = 0◦—60◦ 及向后峰 θ1 = 120◦—180◦ 与实

验数据的趋势符合得很好.相比而言, FBA理论结

果给出了与实验数据在角分布上相一致的变化趋

势, 在整个散射角区域内, 理论曲线在单调迅速的

递减. 在大散射角区域内, FBA理论曲线依旧递减.

如图 2(b)所示, 在阈值附近,随着散射电子能量的

增大, DS3C曲线的特征及趋势明显低于实验数据

及 ECS和 CCC理论结果,而 FBA理论无论是相对

幅度还是角分布上与实验数据均符合得很好.

图 3 入射能量 E i = 25 eV,电子离化氢原子 DDCS随 θ1 变化的关系曲线,实心点为实验结果 [10] (a) E1 = 5 eV; (b) E1 = 7 eV;
(c) E1 = 9 eV; (d) E1 = 11 eV

如图 2(c), (d) 可见, DS3C 模型给出的理论曲

线无论在峰谷的角分布上还是在截面的幅度上均

与实验数据及 ECC和 CCC理论符合得较好,尽管

在小散射角度区域内, DS3C曲线相对幅度依旧偏

低. 当 E1增加到 3.75 eV时, DS3C模型与实验数据

的峰谷结构类似,部分低于实验结果.相反,在各种

条件下, FBA理论结果给出了与实验数据在角分布

上相一致的变化趋势, 在整个散射角区域内, 理论

曲线在单调迅速的递减,且相对幅度始终高于实验

结果.随着入射能量的增大,由图 3可见, DS3C曲

线大幅度提高了与实验数据的符合程度,尤其是在

小散射角区域,与实验数据基本重合.在角分布上,
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目前的计算与实验数据及 ECS和 CCC理论之间符

合得也很好,给出了相一致的变化趋势. 同样,对于

FBA理论,可以看到,在各种几何条件下, FBA始终

给出了与实验数据相一致的描述,尽管在小散射区

域部分曲线高于实验数据,目前的结果与实验符合

得较好.

结合图 2及图 3可见,在低能入射情况下,随着

能量的增大, DS3C模型在结构上整体有较为明显

抬升,显现出的峰谷结构,尤其是在前向散射峰处,

与实验数据符合得较好. 同时, 在后向峰处, DS3C

曲线也能给出与实验符合的变化趋势. 当固定入

射能量不变时 (如图 3),随着散射电子能量的增加,

实验数据给出的向前峰相对幅度逐渐增加,向后峰

θ1 = 120◦—180◦相对幅度呈现递减趋势. 除部分几

何条件外, DS3C模型始终显现出与实验符合的曲

线结构, 且截面的幅度与实验数据符合得很好. 与

此同时, FBA曲线也能给出与实验数据符合较好的

理论预言, 然而在小散射角区域, FBA曲线的相对

幅度始终偏高, 究其原因, 正如 Yang 等在文献 [3]

中进行的解释: BBK模型及 DS3C模型与 FBA在

对初通道的描述上是一致的,而在对末通道的描述

上则完全不同: FBA用平面波描述散射电子, 用库

仑散射波描述敲出电子,它所反映的物理图像是敲

出电子完全屏蔽了原子核对散射电子的影响,除短

暂的碰撞外, 入射电子大部分时间作自由运动, 但

敲出电子却在核的库仑作用下离开原子核; BBK模

型中末态波函数用三个两体库仑波函数的乘积来

表示,每一个库仑波函数对应于一对粒子之间的相

互作用;而 DS3C通过对索末菲参量的修正进而表

示了三个两体库仑相互作用彼此间的动力学屏蔽,

能很好地描述低能碰撞过程. 因此,相比而言,在低

能入射条件下, BBK 模型中的非一阶效应远不如

DS3C模型描述的好.

4 结 论

本文在完成了氢原子 FBA理论编程的基础上,

利用 BBK模型与 DC3C模型对不同入射能条件下

电子离化氢原子的二重微分截面进行了计算,与实

验数据进行了比较, 详细地分析了 BBK模型在二

重微分截面中的非一阶效应.研究表明: FBA理论

对于二重微分散射截面能给出较好的描述,但在大

散射角度区域,与实验数据存在一定的差异. DS3C,

BBK模型中的非一阶效应主要集中在小散射角度

区域的相对幅度上, 在阈值附近, 随着散射电子能

量的增大,非一阶效应逐渐增大.同时,入射电子能

量越低,模型中二重微分截面上的非一阶效应越为

明显,与实验存在的差异也越大.
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Abstract
The double differential cross sections for electron impact ionization of hydrogen at different incident energies are calculated by

use of the Brauner-Briggs-Klar (BBK) model and first order born approximation model. The results are compared with experimental
data and other theoretical results. The non-first-order effects of the BBK model are analyzed and discussed in detail.
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