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基于等效电流源的分层媒质目标反演研究*
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针对分层媒质目标反演问题,提出了一种基于等效电流源的目标重建方法. 该方法首先利用散射数据重建辐射

电流源,然后将等效电流源的求解转化为最优化问题来处理,通过共轭梯度方法搜索得到全局最优解,进而实现对

目标的反演,该方法充分挖掘了散射数据所包含的信息,缩小了解的搜索空间维度,具有求解效率高的优点. 深入研

究了频率、采样间隔、采样长度、噪声水平以及背景估计对反演结果的影响,并对上述结果做了理论分析.仿真结

果表明,该方法能够较好地实现分层媒质目标的反演,可以应用于穿墙成像、地质勘探等领域.
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1 引 言

分层媒质目标反演是通过对测量得到的散射

数据进行处理来获得目标的电磁参数 (介电参数)

与几何参数 (形状和位置),已在穿墙成像、医学成

像、地质勘探、无损检测、近地探测等领域有广

泛的应用 [1−5]. 目前, 分层媒质目标反演的方法主

要有波恩迭代 (BIM)、变形波恩迭代 (DBIM)以及

对比源 (CSI) 方法 [6,7]. 这三种方法都是非线性方

法, 其中 BIM, DBIM 方法适合于中等散射强度的

目标, 而 CSI 能够处理任意散射强度的目标, 且不

需要求解电磁散射问题 [8−14]. 因此, CSI在实际中

有更为广泛的应用. 文献 [15]使用了等效电流源方

法来重建自由空间中的目标,该方法从散射数据中

直接求得辐射电流源分量,对剩余的非辐射电流源

分量通过最优化方法求解,充分挖掘了已知测量数

据包含的信息, 缩小了解的搜索空间维度, 因而求

解速度比 CSI方法要快. 然而, 该方法并没有用来

解决分层媒质中的目标反演问题. 因此, 开展该方

法在分层媒质目标反演中的研究有重要的理论和

应用价值.

本文主要围绕等效电流源方法在分层媒质中

的应用展开研究. 在求得分层媒质格林函数之后,

利用矩量法获得散射数据,再使用等效电流源方法

实现目标反演. 本文详细研究了入射波频率、测量

点间距、测量线长度以及噪声等因素对反演结果

的影响, 并对得到的结果做了相应的理论分析. 仿

真结果表明,等效电流源方法能够很好地实现分层

媒质目标反演,因而能够应用于穿墙成像、地质勘

探等领域.

2 目标反演算法概述

2.1 理论模型

考虑如图 1所示的 2-D分层媒质结构,假设目

标在第 n层媒质,发射和接收天线位于第 i层媒质,

则分层媒质中的电场关系可由下面积分方程表示:

E tot
n (r) = E inc

n (r)

+ k2
n

∫
D

Gnn(r,r
′)χ(r′)E tot

n (r′)dr′, (1)

Esca
i (r) = k2

n

∫
D

Gin(r,r
′)χ(r′)E tot

n (r′)dr′, (2)
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此处, k2
n = ω2µnεn, r = (x,y)代表测量位置, E tot

n (r),
E inc

n (r), χ(r)分别为目标所在区域的总场、入射波
以及目标对比度函数.

图 1 2-D分层媒质结果图

上式中,线性积分算子 GS,D 定义如下:

GS,D(·) = k2
n

∫
D

Gin(r,r
′)(·)dr′, (3)

其中, Gin(r,r
′)表示第 n层媒质中位于 r′ = (x′,y′)

处的线源在第 i 层媒质产生的标量格林函数,
Gin(r,r

′)满足如下关系:

[µi∇ ·µ−1
i ∇+ k2

i ]Gin(r,r
′) =−δ (r,r′). (4)

对 (1), (2)式离散化,得到如下矩阵方程:

etot
n = einc

n +Gnn ·χ ·etot
n , (5)

esca
i =Gin ·χ ·etot

n , (6)

这里小写的黑体字母代表向量,大写的黑体字母代
表矩阵, χ为对角矩阵,如不做特殊说明,下文均采
用这种表示方法.
引入等效电流源, i=χ ·etot

n ,同时对 (5)式两边
同乘 χ,则 (5), (6)式可变为

i= χ · (einc
n +Gnn · i), (7)

esca
i =Gin · i. (8)

对散射矩阵Gin 进行奇异值分解有:

Gin =U ·Λ ·V H , (9)

由线性代数知识可知, V = [v1,v2, · · · ,vM] 构成了

等效电流源所在的线性空间的正交基,于是有, i ∈
span{V },其中 span{V }表示由V = [v1,v2, · · · ,vM]

构成的线性空间.

假设散射矩阵 Gin 的奇异值有如下关系

σ1 > σ2 > · · ·> σL > σL+1 = · · ·σM = 0,则构成V 的

正交向量可以分为两部分 V = [V Rad,V Nonrad], 其
中, V Rad = [v1,v2, · · · ,vL], V Nonrad = [vL+1, · · · ,vM].
于是

i= iRad + iNonrad, (10)

其中, iRad ∈ span{V Rad}, iNonrad ∈ span{V Nonrad}.这
样就有:

Gin · iNonrad = 0, (11)

从而,

Gin · i=Gin · iRad = esca
i , (12)

这里, iRad, iNonrad 分别称为辐射电流源和非辐射电

流源.
(10), (12)式表明,散射数据仅由辐射电流源决

定, 非辐射电流源对散射数据没有贡献, 从物理上
讲,这是非辐射电流源在目标外部进行相干叠加的
结果;辐射电流与任意非辐射电流源的线性组合都
能产生相同的散射场, 因此, 利用 (12)式无法惟一
确定等效电流源. 为了避免这种病态性, 需要利用
(7)式来惟一地确定等效电流源.
由散射数据以及散射矩阵 Gin 的奇异系统可

得辐射电流源重建公式为

iRad =
L

∑
j=1

u∗
j ·esca

i

σ j
v j. (13)

在求得辐射电流源之后,非辐射电流源可以用参数
化表示,即

iNonrad =
M

∑
j=L+1

a jv j = V Nonrad ·a, (14)

此时,等效电流源为

i= iRad +V Nonrad ·a, (15)

上式中,只有 a是未知的. 这样,等效电流源的求解
就转换为参数 a的求解.

2.2 最优化求解

使用共轭梯度法求解关于 a的优化问题.首先
构造价格函数, 该价格函数由两部分组成, 其一为
数据误差,其二为状态误差,即

∆ = ∆ state/∥esca
i ∥2 +∆ data/

∥∥∥iRad
∥∥∥2

, (16)

其中, ∆ data =
∥∥Gi ·V Nonrad ·a+Gi · iRad −esca

i

∥∥2
为

数据误差, ∆ state = ∥A ·a−b∥2 为状态误差, A =
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V Nonrad − χ · (Gnn · V Nonrad), b = χ · (einc
n +Gnn ·

iRad)− iRad.

考虑使用多组测量数据,最后的价格函数为

f (a1,a2, · · · ,aNi ;χ)

=
Ni

∑
p=1

(∥Gi ·V Nonrad ·ap +Gs · iRad
p −esca

i,p ∥2

∥esca
i,p ∥2

+
∥A ·ap −bp∥2

∥iRad
i,p ∥2

)
, (17)

其中, Ni 表示测量次数.

上述价格函数为 a与目标对比度 χ的函数,需

要交替迭代依次求得 a与 χ.

迭代过程如下.

S.1 计算Gi, Gnn ,对Gi进行奇异值分解,利

用 (13)式重建辐射电流源 iRad
p .

S.2 初始化 n= 0,其中χ0为使用后向投影方

法得到的目标对比度, ap,0 = 0,搜索方向 ρp,0 = 0.

S.3 n = n+1

S.3.1 更新等效电流源

更新公式为 ap,n = ap,n−1 +dp,nρp,n 其中

ρp,n = gp,n +
Re[(gp,n −gp,n−1)

∗ ·gp,n]∥∥gp,n−1
∥∥2 ρp,n−1

为更新方向, dp,n 为迭代步长, gp,n 是价格函数在

ap,n−1, χn−1 处的梯度,

gp,n =

N

∑
p=1

(
(Gi ·V Nonrad)H(Gi ·V Nonrad ·a+Gi · iRad

p −esca
p )

∥esca
i,p ∥2

+
AH(A ·a−bp)

∥iRad
p ∥2

)
.

为了确定迭代步长 dp,n,需要把 ap,n = ap,n−1+

dp,nρp,n 代入价格函数中. 此时,价格函数是 dp,n 的

二次函数,求出该价格函数的极值点就得到 dp,n 的

取值,进而求得 ap,n.

S.3.2 更新目标对比度

ap,n 确定之后,需要对目标对比度进行更新.

首先,需要完成目标内部等效电流源和总场的

更新,二者更新方式如下:

(ip,n)m = (iRad
p )m +(V Nonrad ·ap,n)m, (18)

(etot
i,p,n)m = (einc

i,p)m +(Gnn · iRad
p )m. (19)

此时,价格函数是关于 χm,m 的二次函数,可由求极

值方法直接求得目标对比度函数:

(χn)m,m =
N

∑
p=1

(etot
i,p,n)

∗
m · (ip,n)m∥∥iRad
p

∥∥2

/ N

∑
p=1

∣∣∣(etot
i,p,n)m

∣∣∣2∥∥iRad
p

∥∥2 ,

(20)

该公式就是目标对比度更新公式.
S.4将得到的 ap,n 与 χn 代入 (17)式中计算误

差, 如果误差小于某个给定值, 停止迭代; 否则, 继
续 S.3的过程.
为了清晰地说明该算法的迭代过程,图 2给出

了算法流程.

图 2 算法流程图

3 仿真结果

为了验证文中所提算法的有效性,本节通过仿
真实验来研究算法的反演性能,同时分析入射波频
率、采样间隔、测量线长度、噪声以及背景估计

对反演结果的影响,并给出相应的理论分析.
仿真实验使用的分层媒质结构和目标如图 3

所示, 该分层媒质由五层媒质构成, 第 2, 4 层为
厚度 d = 0.2 m, 相对介电常数为 εr = 4 的均匀媒
质,其余层为自由空间. 测量线长度为 L = 6 m,测
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量间隔为 ∆x = 0.2 m, 共有 62 个测试位置, 采用
多发多收模式, 共有 62× 62 组数据. 目标尺寸为
r1 = 0.6 m, r2 = 0.3 m, r3 = 0.2 m, O1 = (0,−0.2 m),
O2 = (−0.3 m,0.6 m), O3 = (0.3 m,0.6 m),目标相对
介电常数 εor = 2,成像区域为 2 m×2 m方形区域,
离散化为 40×40的网格.

图 3 五层媒质与目标结构示意图

3.1 背景格林函数求解

在进行分层媒质目标反演时, 需要计算分层
媒质格林函数, 本文采用文献 [16] 给出的计算方
法, 这里只给出该方法计算结果与时域有限差分
(FDTD)[17−19] 计算结果的比较. 考虑如图 4所示的
三层媒质结构,具体参数为 y1 = 20 cm, y2 = 40 cm,
εr = 4, O1 = (0,−20 cm),测量线上等间隔分布有 20
个观测点,采样间隔为 ∆x = 9 cm,线源工作频率为
f = 300 MHz.

图 4 三层媒质结构

从图 5的计算结果不难发现,本文所采用的方
法能够准确地计算出分层媒质的格林函数, 因此,

该方法可用来计算目标反演所需要的仿真数据.

图 5 两种方法计算结果比较 (a)实部; (b)虚部

3.2 反演结果与分析

3.2.1 入射波频率对反演结果的影响

为了研究入射波频率对反演结果的影响, 考

虑如下测试条件: 测量线长度 L = 6 m, 采样间隔

∆x= 0.2 m,频率为 100, 200, 300, 400, 500, 600 MHz.

反演结果如图 6所示, 表 1为相对误差, 其计算公

式为 ∥Irec − I∥/∥I∥, 其中 Irec 为反演得到的结果, I

为目标真实值.

表 1 反演相对误差

测试频率 f /MHz 相对误差

100 0.7212

200 0.5057

300 0.4213

400 0.4196

500 0.3398

600 0.3156
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图 6 不同频率下的反演结果 (a) f = 100 MHz; (b) f = 200 MHz; (c) f = 300 MHz; (d) f = 400 MHz; (e) f = 500 MHz;
(f) f = 600 MHz

从图 6 可以看出, 随着频率升高, 反演结果在

不断变好,频率为 100 MHz的反演结果只能看到目

标的大体轮廓,从 300 MHz开始,反演结果逐渐清

晰地展示出目标的形状与细节;表 1给出的结果定

量地衡量了不同频率的反演性能,从另一个角度说

明了频率越高,反演结果越好这一结论;频率越高,

反演结果越好的, 主要原因是, 对于同一个目标而

言, 其频谱信息是一定的, 采用较高的频率能够获

取更多的目标频谱信息, 尤其是高频分量, 这就有
效地提高了反演结果的分辨率,能够得到更加清晰
的结果.

3.2.2 测量线长度对反演结果的影响
为了研究测量线长度对反演结果的影响, 考

虑如下测试条件: 采样间隔为 ∆x = 0.2 m, 频率为
f = 300 MHz, 测量线长度 L 分别为 1, 2, 3, 4, 5,
6 m. 反演结果如图 7所示,表 2为反演相对误差.
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图 7 不同测量线长度下的反演结果 (a) L = 1 m; (b) L = 2 m; (c) L = 3 m; (d) L = 4 m; (e) L = 5 m; (f) L = 6 m

表 2 反演相对误差

测量线长度 L/m 相对误差

1 0.6394

2 0.4939

3 0.4596

4 0.4488

5 0.4340

6 0.4263

从图 7 可以看出, 随着测量线长度的增加, 反

演结果在逐渐变好,表 2给出的相对误差随测量线

长度增加的变化趋势也说明了这一点; L = 1 m时

的反演结果最差,此时测量线长度和目标几何尺寸

非常接近,因而只能在有限的 “视角”内接收目标的

散射信息,无法完全获取目标信息;测量线越长,接

收到目标的散射信息就越多; 从频域角度来讲, 这

等同于提高频域分辨能力,意味着接收到的数据中

包含有更多的频谱分量 (频谱范围一定).
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3.2.3 不同采样间隔下的反演结果
为了研究采样间隔对反演结果的影响,考虑如

下测试条件:采样间隔 ∆x 分别为 0.2, 0.4, 0.6, 0.8,
1.0 m, 测量线长度 L = 6 m, 频率分别为 300 MHz
和 500 MHz. 为了节省空间,只给出 300 MHz的反
演结果,如图 8所示,表 3为 300 MHz和 500 MHz
对应的反演相对误差.

表 3 反演相对误差

采样间隔 ∆x/m
相对误差

f = 300 MHz f = 500 MHz

1.0 0.4273 0.4403

0.8 0.4267 0.4130

0.6 0.4263 0.3550

0.4 0.4258 0.3549

0.2 0.4250 0.3524

图 8 不同采样间隔下的反演结果 (a) ∆x = 0.2 m; (b) ∆x = 0.4 m; (c) ∆x = 0.6 m; (d) ∆x = 0.8 m; (e) ∆x = 1.0 m
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图 9 不同噪声水平下的反演结果 (a) γ = 0.05; (b) γ = 0.1; (c) γ = 0.5; (d) γ = 1.0; (e) γ = 1.5; (f) γ = 2.0; (g) γ = 2.5
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从图 8 可以发现, 频率为 300 MHz 的反演结

果对采样间隔的变化不是很敏感,尽管表 3第一列

的数据说明相对误差随着采样间隔的变小也在减

小, 这意味着采样间隔只要在一个波长内 (波长为

1 m),就能获得较好的反演结果.

表 3 第二列对应的是频率为 500 MHz (波

长为 0.6 m) 的结果, 该结果表明, 当采样间隔

满足 ∆x 6 0.6 m, 相对误差变化不是很明显; 当

∆x > 0.6 m时,相对误差出现明显,这再次表明,要

想获得较好的反演结果,采样间隔就应该在一个波

长内.

3.2.4 不同噪声水平下的反演结果
假设含有一定噪声水平的散射数据为, esca

n =

esca · [1+ γ · rand(1,N)], 其中 esca 为某一测试条件

下的无噪声数据,这里 γ 为噪声水平, rand(1,N)为

与 esca 相同长度的具有单位幅度的随机噪声. 为了

研究噪声对不同测试条件下反演结果的影响,考虑

以下三种测试条件:测量线长度和采样间隔分别为

L = 6 m, ∆x = 0.6 m; L = 6 m, ∆x = 0.2 m; L = 3 m,

∆x = 0.2 m, 频率为 300 MHz, 为了节省空间, 这里

只给出测试条件为 L = 6 m, ∆x = 0.2 m, γ 分别取
0.05, 0.1, 0.5, 1.0, 1.5, 2.0, 2.5的反演结果,如图 9所

示,表 4为三种测试条件下的反演相对误差.

表 4 反演相对误差

噪声水平 γ
相对误差

L = 6 m, L = 6 m, L = 3 m,

∆x = 0.6 m ∆x = 0.2 m ∆x = 0.2 m

0.05 0.4262 0.4264 0.4593

0.1 0.4331 0.4266 0.4642

0.5 0.4648 0.4288 0.4838

1.0 0.5142 0.4468 0.5520

1.5 0.6896 0.4480 0.6365

2.0 0.6980 0.4728 0.6526

2.5 0.7074 0.4989 0.6697

从图 9 可以看出, 随着噪声水平不断提高, 反

演结果也越来越差;在噪声水平较低时 (γ 6 1.5),反

演结果良好地保持了目标的形状,噪声水平较高时

(γ > 1.5),目标的形状开始发生畸变,无法完整地看

清目标的形状.

表 4给出了三种不同测试环境下的相对误差,

经过比较不难发现, 随着噪声水平的不断提高, 三

种测试环境下的相对误差都在不断变大,这表明在

测试环境一定时, 要想获得较好的反演结果, 需要

采用一定的方法来最大限度地抑制噪声的影响;比

较第一列与第二列的数据, 不难发现, 在相同测量

长度下, 较小的采样间隔有利于抑制噪声, 其原因

是测量数据的增加有效地抑制了噪声的干扰;比较

第三列与第二列的数据, 同样可以发现, 在采样间

隔一定时, 增大测量线长度能够降低噪声干扰, 其

原因也是利用数据量的增加来有效地抑制噪声的

干扰.

3.2.5 背景为自由空间的反演结果
为了研究背景估计对反演结果的影响,使用自

由空间作为背景,反演结果如图 10所示.

图 10 背景为自由空间的反演结果

仿真所采用是五层媒质,其中两层的相对介电

常数为 εr = 4,其余三层是自由空间 εr = 1,如果在

进行目标反演中, 用自由空间作为背景, 即在反演

中,采用自由空间中的格林函数,就会得到如图 10

所示的结果. 这表明, 反演的准确性与背景估计的

精确性有关, 如果背景估计出现误差 (分层媒质电

磁参数估计错误),就无法得到正确的结果.

4 结 论

本文提出了基于等效电流源的分层媒质目标

反演方法, 先从散射数据中重建辐射电流源, 然后

通过共轭梯度方法来重建等效电流源进而实现对

目标的反演. 从仿真实验和理论推导两个方面分析

了算法的有效性,同时深入研究了入射波频率、测

量线长度、采样间隔、噪声以及背景估计对反演

结果的影响, 并给出了相应的分析. 主要结论有以

下几点:
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1) 频率越高, 反演效果越好, 只有采用较高的
频率才能够更清晰地获取目标的信息;

2) 测量线越长, 反演效果越好, 测量线至少要
大于目标的几何尺寸,要尽可能地捕捉到来自目标
不同方向的散射信息;

3)采样间隔需要满足一个条件,即不超过入射
波频率的波长, 在该范围内, 都能得到较好的反演
结果;

4) 噪声水平越大, 反演结果越差, 增加测量线

长度或缩小采样间隔都能起到抑制噪声,提高反演
质量的作用;

5) 准确地估计背景是实现目标反演的前提条
件,一旦背景出现错误,就无法正确地反演出目标.
本文的研究结果为实现分层媒质目标反演提

供了理论和仿真依据,可用于穿墙成像、地质勘探
等领域.本文主要针对分层媒质中的 2-D目标反演
问题展开研究, 3-D目标的反演将是下一阶段工作
的重点.
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Abstract
In this paper, a new algorithm based on the equivalent current source is proposed to reconstruct the objects buried in layered

media. In this method the radiating current source from the scattering data is first reconstructed and the reconstruction of equivalent
current source and objects are then achieved efficiently by solving an optimization problem in a lower dimensional linear space using
the conjugate gradient method. The effects of the frequency of incident wave, sampling interval, length of measurement line level of
noise, and the estimation of background on the reconstructed results are studied and analyzed in detail. Numerical results show that
the proposed method has a high ability to reconstruct the objects buried in layered media. Therefore, the method can be used to solve
the problems in the areas of through-the-wall imaging and geophysical exploration and so on.
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