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半覆盖锥束 CT中扁平物体的高效反投影滤波重建*
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(国家数字交换系统工程技术研究中心,郑州 450002 )

( 2013年3月17日收到; 2013年5月2日收到修改稿 )

全覆盖圆轨迹扫描的成像视野受探测器宽度限制,对于大物体的成像效率较低. 半覆盖扫描可以将成像视野扩

展近 1倍,图像重建首推使用反投影滤波型算法. 反投影滤波型算法按 PI线重建,各 PI线积分区间的不一致性导致

通信和计算消耗大,影响重建效率.针对半覆盖成像中扁平形状物体的重建问题,提出了一种改进的反投影滤波型

算法,且证明了当扁平物体的厚度小于 2Rsin(2π/Np) (R为扫描半径, Np 为圆扫描一周均匀采集的投影数量)时, PI

线积分区间的不一致性在数值计算过程中的误差是可以忽略的. 改进后的算法相比原半覆盖反投影滤波算法具有

两个明显的优势: 一是数值计算过程中角度循环移至 PI线循环之外,算法的通信需求显著降低; 二是投影数据求

导、反投影和沿 PI线滤波三个步骤均能够并行计算,算法的并行性得到增强. 数值仿真与实际数据的实验结果表

明,本文算法与原半覆盖反投影滤波算法的重建精度相当,但计算效率提高了 4.6倍.

关键词: 锥束 CT,半覆盖成像,反投影滤波, PI线

PACS: 87.59.−e, 87.59.bd DOI: 10.7498/aps.62.168702

1 引 言

近年来, 图像重建算法在长物体重建 [1,2]、感

兴趣区域重建 [3−6]、低剂量重建 [7]、超视野重

建[8,9] 等方面都取得了巨大进步, CT在实际生活中

也发挥着越来越重要的作用. 圆轨迹全覆盖成像因

其机械结构简单、重建速度快,仍然是应用中的主

流 [10]. 但是,圆轨迹全覆盖成像获取的投影数据存

在 1 倍冗余, 降低了射线源与探测器的使用效率.

圆轨迹半覆盖成像技术能在全覆盖成像条件的基

础上将横向视野扩展近 1倍,提高了射线源与探测

器的使用效率,是使用小面积探测器检测大物体的

有效途径 [11−13]. 但是半覆盖扫描获取的投影数据

存在横向截断, 因此, 研究相应的图像重建算法是

其实用化的关键技术之一.解析法中的滤波反投影

(filtered back-projection, FBP)算法沿探测器横向滤

波,滤波函数的非局域性会导致重建图像出现严重

的数据截断伪影. Guo等 [14] 对 FBP算法中的滤波

函数进行了改进,但仍然无法完全去除数据截断带

来的伪影.虽然可以根据几何对称性将截断的投影

数据补齐,然后再采用 FBP算法重建,但这不仅会

增加额外的计算量, 而且重建结果的精度较差. 反

投影滤波 (back-projection filtration, BPF)算法基于

PI线的概念 [15], 首先将差分后的投影数据反投影

到 PI线上, 然后沿 PI线进行 Hilbert滤波.在圆轨

迹半覆盖成像中, 尽管 PI 线在单个角度下的投影

存在截断,但截断的数据可以在反投影时得到补全,

从而实现中心平面的精确重建、非中心平面的近

似重建 [13].

扁平物体是锥束 CT 成像中的一类特殊问题,

针对其在圆轨迹全覆盖成像中的高效重建问题,

Wang等 [16] 推导了当均匀采集 360个投影、扁平

物体的厚度小于 0.0349R (R为扫描半径)时, 所有

PI线的积分区间可以固定为 [0, π],从而可以将原

MD-FBP算法 [2,17] 数值计算过程中的角度循环与

PI线循环交换顺序,计算效率提高了近 1倍. 由于

半覆盖扫描获取的投影数据存在横向截断, 因此,

Wang 等的方法无法直接应用. Li 等 [13] 提出的基

于 BPF型的半覆盖重建算法可以处理投影数据的
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横向截断问题,但算法中反投影的积分区间与 PI线

的位置有关,使得 PI线的积分区间不一致,重建效

率较低.

为提高半覆盖锥束 CT成像中扁平物体的重建

速度, 本文提出了一种改进的反投影滤波型算法,

推导了扁平物体厚度与扫描半径和角度采样数的

关系,证明了当扁平物体的厚度小于 2Rsin(2π/Np)

时 (Np为圆扫描一周均匀采集的投影数量),所有 PI

线积分区间的一个端点可以固定下来; 接下来, 通

过将积分区间进行适当放大,使得所有 PI线的积分

区间得到统一.与 Li等的算法相比,改进后的算法

在重建扁平物体时具有两个明显的优势: 一是数值

计算过程中的外层为角度循环,内层为 PI线循环,

通信消耗显著减少;二是投影数据求导、反投影和

沿 PI线滤波三个步骤均可并行计算,算法的并行性

得到显著增强.

2 半覆盖反投影滤波 (HC-BPF) 算法
的原理

将圆轨迹全覆盖成像系统中探测器沿垂直于

中心射线的方向平移一半宽度即得到半覆盖成像

系统,俯视图如图 1所示. 在该系统中,射线源到旋

转中心的距离为 R,射线源到探测器的距离为 D;扫

描过程中,射线源与探测器围绕旋转中心做圆周运

动,运动轨迹可描述为 r0(λ ) = (Rcosλ ,Rsinλ ,0)T,

λ 为射线源的方位角; 在 λ 角度下采集的投影数
据定义为 P(u,v,λ ), 其中 (u,v) 为探测器上像素的

坐标.

根据 PI线的定义 [15],圆轨迹仅在中心平面存

在 PI线.为了在圆轨迹中使用 BPF算法,需要在非

中心平面引入 “虚拟 PI线”[13,18]. 由于圆轨迹锥束

CT不满足精确重建的充分条件 [19],因此无法精确

重建 “虚拟 PI线”.本文对 Li等 [13] 算法中的投影

数据求导步骤进行修改,将其中关于角度的求导运

算移至反投影中, 从而减少算法的计算量. 改进后

的半覆盖 BPF算法 (以下简称 HC-BPF算法)包含

以下步骤.

步骤 1 投影数据求导

G(u,v,λ ) =
u2 +D2

D
∂P(u,v,λ )

∂u
. (1)

步骤 2 确定 PI线

λ1 = sin−1(y/R),

λ2 = π− sin−1(y/R) (y > 0),

λ1 = π− sin−1(y/R),

λ2 = 2π+ sin−1(y/R) (y < 0),

(2)

其中 y为 PI线到 X 轴的距离, λ1, λ2 为该 PI线与

扫描轨迹交点的方位角.

图 1 圆轨迹半覆盖扫描示意图

步骤 3 加权反投影

gπ(r)

=
∫ λ ′

2

λ ′
1

G(u,v,λ )
|r−r0(λ )|

dλ +
G(u,v,λ )
|r−r0(λ )|

∣∣∣∣∣
λ ′

2

λ ′
1

−
∫ λ ′

4

λ ′
3

G(u,v,λ )
|r−r0(λ )|

dλ − G(u,v,λ )
|r−r0 (λ )|

∣∣∣∣λ ′
4

λ ′
3

, (3)

其中,积分区间 λ ′
1—λ ′

4 为

λ ′
1 = λ1, λ ′

2 = π− tan−1(2y/L),

λ ′
3 = 2π−λ ′

2, λ ′
4 = λ ′

1 +2π (y > 0),

λ ′
1 =− tan−1(2y/L), λ ′

2 = λ1,

λ ′
3 = λ ′

2, λ ′
4 = 2π−λ ′

1 (y < 0),

(4)

L为位于 FOV (field-of-view)内的 PI线的长度.

步骤 4 逆 Hilbert变换

f (x,y,z)

=
1

2π
√
(x2 − x)(x− x1)
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×

[∫ x2

x1

√
(x2 − x′)(x′− x1)

π(x− x′)
gπ

(
x′,λ1,λ2

)
dx′+C

]
,

(5)

其中 x1, x2 为 PI 线与 FOV 边界的交点, 常数项

C = 2P(λ1,λ2).

由 (3)式可知,反投影中的积分区间不仅与 PI

线所在的位置有关,而且还与 FOV内 PI线的长度

有关,因此不同 PI线的积分区间不一致.在数值计

算过程中, 这种不一致性表现为外层为 PI线循环,

内层为角度循环. HC-BPF算法的伪代码如下:

for i = 1, NPI (NPI 为 PI线的数量)

Determination of integral interval of the PI-

line λ ′
1—λ ′

4.

for j = Pi
start, Pi

end (Pi
start 与 Pi

end 为第 i条 PI

线对应的起始与终止投影的编号)

Load projection P j.

Derivative of projection.

Weighted back-projection.

end

Inverse Hilbert transform along the PI-line.

end

文献 [20] 将硬件资源分为计算、通信和存

储三个部分, 其实一种算法对计算机硬件的需

求也表现为这三个方面, 只有算法的需求与硬

件资源达到最优匹配, 其计算效率才能达到最

高. 为定量分析算法的效率, 本文设从存储器中

读取一个投影的时间为 TC, 施加在一个投影上

的求导时间为 TD, 沿一条 PI 线的加权反投影时

间为 TB, 沿一条 PI 线的逆 Hilbert 变换时间为 TF.

分析上述伪代码可得 HC-BPF 算法的总时间为
NPI
∑

i=1

[
NiPI

P (TC +TD)
]
+NPI (TB +TF), 式中 NiPI

P 为第 i

条 PI线对应的投影个数. 上述结果表明: 由于相邻

PI线的积分区间存在交叠,相邻 PI线的内层循环

中必然存在同一投影数据的反复读取与求导运算

的反复执行,这将带来极大的通信消耗和计算消耗,

从而降低算法的计算效率.为提高算法的计算效率,

可以将外存 (如电脑的硬盘)中的投影数据全部存

储于内存中, 从而在一定程度上缓解通信消耗,但

由于实际应用中采集的 X射线投影的数据量巨大,

这对内存提出了更高的要求,一般的计算机很难满

足该存储要求. 因此,上述算法尽管在理论上可行,

但在实际应用中却存在一定的局限性.

3 针对扁平物体的高效 HC-BPF算法

扁平物体的显著特点是厚度比另外两个方向

的尺寸小得多 [21],如图 2所示.

若扁平物体的厚度 l 满足

λ1 = arcsin
l

2R
<

2π
Np

, (6)

则对于离散采集的投影 P
(
u,v,2πi/Np

)
(其中 i = 0,

· · · , Np − 1), λ1 对应投影 P(u,v,λ1)的编号为 0, 因

此 (4)式中的 λ ′
1 (或 λ ′

2)就可以被固定为 0. (6)式

建立了扁平物体厚度与扫描半径和角度采样数

的关系, 如图 3 所示, 其中扁平物体的最大厚度

lmax = 2Rsin
(
2π/Np

)
. 该式表明, 当 Np 一定时, 适

用于上述结论的扁平物体的最大厚度与扫描半径

R 成正比, 即当实际的扁平物体厚度大于 lmax 时,

可以适当增大 R后仍然使用上述结论.为便于讨论,

下面仅讨论 l < lmax 的情况.

图 2 扁平物体中 PI线的积分区间

图 3 扁平物体厚度与角度采样数的关系
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当 l < lmax 时, (4)式可写为

λ ′
1 = 0, λ ′

2 = π− tan−1 (2y/L) ,

λ ′
3 = 2π−λ ′

2, λ ′
4 = 2π, y > 0,

λ ′
1 =− tan−1 (2y/L) , λ ′

2 = π,

λ ′
3 = λ ′

2, λ ′
4 = 2π−λ ′

1, y < 0.

(7)

显然, (7)式中的积分区间仅与 FOV内 PI线的长度

有关. 为减少算法的通信需求, 本文将积分区间适

当放大,使 (7)式变为

λ ′
1 = 0, λ ′

2 = π,

λ ′
3 = π, λ ′

4 = 2π, y > 0,

λ ′
1 = 0, λ ′

2 = π,

λ ′
3 = π, λ ′

4 = 2π, y < 0.

(8)

此时, (3)式可重写为

gπ(r)

=
∫ π

0

G(u,v,λ )
|r−r0 (λ )|

dλ +
G(u,v,λ )
|r−r0 (λ )|

∣∣∣∣π
0

−
∫ 2π

π

G(u,v,λ )
|r−r0 (λ )|

dλ − G(u,v,λ )
|r−r0 (λ )|

∣∣∣∣2π
π

. (9)

尽管放大后的积分区间相比之前增加了

2
∣∣tan−1(l/L)

∣∣, 但通过分析几何关系可知, 增加的

积分区间对 PI线上的反投影数据没有任何贡献,从

而不会引入误差. 对比 (3)式与 (9)式,不难发现,所

有 PI线的积分区间得到了统一.因此,改进后算法

的伪代码如下:

for i = 1, Np (Np为 2π范围内均匀采集的投影数量)

Load projection Pi.

Derivative of projection.

for j = 1, NPI (NPI 为 PI线的数量)

Weighted backprojection.

end

end

for j = 1, NPI

Inverse Hilbert transform along the PI-line.

end

采用第 2 节中相同的方法分析上述伪代码,

可以得到改进后算法的总时间为 NP (TC +TD) +

NPI(TB +TF). 对比改进前算法的总时间可以发现,

对于扁平物体,本文算法在用于读取投影数据和求

导方面的时间减少为原来的近 1/NPI, 算法的效率

得到了明显提升. 另外, 由于投影数据求导、反投

影和沿 PI 线的逆 Hilbert 变换均可以进行并行计

算,因此算法的并行性也得到了显著提高.

4 实验结果

对于改进后的算法,本文通过数值仿真和实际

数据实验来验证其有效性,并通过与Wang [11] 的算

法 (以下简称 HC-FDK算法)和 HC-BPF算法的比

较来分析改进后算法的计算效率.在数值仿真实验

中, 首先采用解析法获得 3D Shepp-Logan体模 [22]

在圆轨迹半覆盖成像系统中的投影数据,具体的仿

真参数为 R = 300 mm; D = 600 mm; Np = 540; 探

测器的宽度为 50 mm,高度为 100 mm,像素尺寸为

0.2 mm×0.2 mm. 然后采用 C 语言编写 HC-FDK,

HC-BPF和本文算法的数值计算代码. 用于实验的

计算机配置为: Intel(R) Xeon(R) E5520@2.27 GHz;

8 GB 内存. 根据 (6) 式可以计算该实验参数下满

足本文算法的扁平物体的最大厚度为 6.98 mm,

因此设定重建矩阵为 384× 64× 384, 体素尺寸为

0.1 mm×0.1 mm×0.1 mm. 分别采用上述三种算

法进行图像重建, 重建结果如图 4所示, 数值显示

范围为 [0, 1],重建时间如表 1所示.

表 1 重建时间比较

算法 重建尺寸 重建时间/s

HC-BPF算法 1404

仿真实验 HC-FDK算法 384×64×384 1127

本文算法 1069

HC-BPF算法 32808

实际实验 HC-FDK算法 1024×128×1024 6414

本文算法 5839

取图 4(a)—(d)中 z = 0 mm的切片中 y = 0 mm

所在行的数据做剖线,如图 5所示. 在图 5的剖线

上, HC-FDK算法, HC-BPF算法和本文算法的均方

误差分别为 0.0684, 0.0031, 0.0031. 数值仿真实验

结果表明, HC-FDK算法中滤波函数的非局域性会

产生严重的数据截断伪影; HC-BPF算法和本文的

算法均能获得令人满意的重建图像,误差分析说明

本文的算法未引入任何误差, 与理论分析一致.考

虑到数值仿真中投影数据量小,在 HC-BPF算法的

数值计算过程中,本文将所有投影数据全部读入到

内存中, 从而减少了一定的通信开销, 但是本文算

法仍然比 HC-BPF算法的重建时间节省了约 1/4.
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图 4 3D Shepp-Logan体模的重建图像, (a)—(d)中均有三个视图,分别表示: z = 0 mm处的切片 (左上边), y = 0 mm处的切
片 (左下), x = 0 mm处的切片 (右边) (a)体模; (b) HC-FDK算法; (c) HC-BPF算法; (d)本文算法

图 5 重建图像的剖线比较

为验证本文方法处理实际数据的能力, 对

一块 2 mm 厚的六层印刷电路板进行圆轨迹半

覆盖成像, 实验条件设定为: R = 248 mm; D =

1432 mm; Np = 540; 探测器的宽度为 400 mm, 高

度为 300 mm, 像素尺寸为 0.127 mm×0.127 mm.

根据 (6) 式可以计算该实验参数下满足本文

算法的扁平物体的最大厚度为 5.77 mm, 因此

设定重建矩阵为 1024× 128× 1024, 体素尺寸为

0.04 mm×0.04 mm×0.04 mm. 分别采用上述三种

算法进行图像重建, 重建结果如图 6所示, 数据显

示范围为 [−0.2,0.5],重建时间如表 1所示.

实际数据的实验结果表明,由于滤波函数的非

局域性, HC-FDK 算法会带来数据截断伪影; HC-

BPF算法与本文算法的重建图像质量相当,误差几

乎为 0. 由于实际实验中 PCB投影数据的数据量为

7.4 GB,无法存储于内存中,所以 HC-BPF算法的重

建时间是本文算法的 5.6倍,这也说明本文算法具

有较高的实用价值.
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图 6 印刷电路板的重建图像 (a) HC-FDK算法; (b) HC-BPF算法; (c)本文算法; (d)沿 (a)—(c)中白线所在行的重建曲线

5 结 论

本文针对圆轨迹锥束 CT半覆盖成像中扁平物

体的重建问题, 提出了一种高效的 BPF 型重建算

法. 当扁平物体的厚度小于 2Rsin(2π/Np)时,所有

PI线的积分区间的一个端点可以固定下来,接下来

通过将积分区间适当放大,使所有 PI线的两个积分

区间分别限定为 [0, π]和 [π, 2π]. 与 HC-BPF算法

相比,本文算法在数值计算过程中具有两个明显的

优势: 一是角度循环移至外层, 减少了算法的通信

消耗;二是投影数据求导、反投影和沿 PI线的滤波

运算均可并行计算.数值仿真和实际数据的实验结

果表明, 与 HC-BPF 算法相比, 本文算法在不损失

重建质量的前提下,计算效率分别提高了约 1/4和

4.6倍,略高于 HC-FDK算法.
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Abstract
In circular full-cover cone-beam computed tomography (CT), the field-of-view (FOV) is limited by the width of planar detector,

resulting in low imaging efficiency for large object. The FOV can be doubled by half-cover scanning, in which the back-projection
filtration (BPF) algorithm based on the concept of PI-line is the best choice for image reconstruction. However, the integral intervals
of different PI-lines are unequal in the BPF algorithm, leading to heavy communication consuming and calculation. As a result, the
reconstruction efficiency by use of the BPF algorithm is low. In this paper, an efficient image reconstruction strategy based on the BPF
algorithm for flat object is proposed. With the method, we demonstrate that the inequality of integral interval of PI-line can be ignored
in the discrete implementation of the BPF algorithm when the thickness of flat object is less than 2Rsin(2π/Np) (R is the scanning
radius and Np is the number of uniform sampled projections in a full circle). Compared with the original BPF algorithm for half-cover
scanning, our method has two major advantages: the first one is that the outer loop is the sample angle while the inner loop is the
PI-line, which reduces the communication consuming for computer significantly; the second one is that the derivative of projection,
back-projection and inverse Hilbert transform along the PI-line can be computed using parallel computing techniques readily. The
results of numerical simulation and real data experiment indicate that the computational efficiency of the proposed method is 5.6 times
that for original BPF algorithm and the reconstruction errors of the two methods are comparable.
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