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多关系网络上的流行病传播动力学研究*
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多关系网络已经吸引了许多人的注意,目前的研究主要涉及其拓扑结构及其演化的分析、不同类型关系的挖

掘、重叠社区的检测、级联失效动力学等. 然而,多关系网络上流行病传播的研究还相对较少. 由此提出一种双关

系网络模型 (工作 -朋友关系网),研究多关系对于流行病传播动力学行为的影响.在全接触模式下,多关系的存在

会显著降低网络中的爆发阈值,使得疾病更容易流行而难以控制.对比 ER (Erdös-Rényi), WS (Watts-Strogatz), BA

(Barabási-Albert)三种网络,由于结构异质性的差异, WS网络受到的影响最大, ER网络次之, BA网络最小. 有趣的

是,其爆发阈值的相对变化大小与网络结构无关.在单点接触模式下,增加强关系的权重将显著提升爆发阈值,降低

感染密度;随着强关系的比例变化将出现最优值现象:极大的爆发阈值和极小的感染密度.随着强关系的边权增加,

达到最优值的边比例将减少. 更为有趣的是,三个网络中优值出现的位置几乎一致,独立于网络结构. 这一研究不但

有助于理解多关系网络上的病毒传播过程,也为多关系网络研究提供了一个新的视角.
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1 引 言

流行病的预警与干预作为公共安全的重中之

重, 已受到社会各界的广泛关注 [1,2]. 自从复杂网

络理论诞生以来 [3,4], 复杂网络上的流行病传播

研究便受到了人们的极大关注,取得了飞跃性的发

展[5,6].早在 2001年 Pastor-Satorras和Vespignani[7,8]

首先研究了因特网上的病毒传播问题,通过理论解

析发现在热力学极限情况下病毒爆发的阈值接近

于零,这暗示无论多小的传染概率都将导致病毒长

期存在于网络中. 2004 年德国马普所的 Hufnagel

等[9] 在全球性流行病传播方面做出了开创性工

作,他们利用全球航空网络及相关航班数据重现了

2003年 SARS的时空演化斑图. 美国印第安纳大学

的 Vespignani等 [10] 正在进行一项名为全球性流行

病传播建模 (global epidemic and mobility modeler)

的项目, 这个项目基于复杂网络理论, 根据病毒传

播的特点和世界航空交通流量的数据, 计算病毒

可能的传播情况,从而使我们能够对将来可能发生

的疫情进行预警. 令人振奋的是, 他们较为准确地

预测出了 2009年甲型 H1N1流感的时空演化斑图
[11].

然而, 以上研究大多只关注于单一关系网络,

假定网络中节点之间的相互作用关系 (连边类型)

是单一的 [3−6,12,13]. 然而,许多真实系统 (尤其是社

交网络)具有多种类型关系 [14−18],例如大型在线网

络游戏 Pardus中玩家间存在 6种正、负连接,是一

个典型的多关系复杂网络 [18]. 研究者发现不同性

质的连边会显著影响网络的拓扑,并且不同关系之

间存在相互耦合作用,例如交易关系会抑制朋友关

系的形成. 因此, 在线社交网络的拓扑结构非常强

烈地依赖于节点间关系的性质 [18]. 在过去的研究

中对于网络连接的同一化假设无疑会导致许多重
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要信息丢失,使得我们对真实网络结构与功能的描
述出现一定偏差甚至偏离. 例如为何级联失效会比
一般的理论预测更易发生、程度更深 [19], 为何较
难预测网络结构的演化 [18], 为何社区划分准确性
较低及划分效果不够理想 [14−17],为何较难准确地
得出路径还原 [14−16]等问题.
目前多关系网络方面的研究较少,且与多层网

络研究有一定交叉. 一般地, 多关系网络可以表示
为多层网络,根据网络中存在的不同关系进行层次
化是其常用的表征方法 [20,21]. 多层网络往往更为
关注网络层面、整体功能的一些涌现性质,例如整
个网络的鲁棒性、级联失效等 [19,20]. 多关系网络
更多地以节点为视角研究相应问题 [17,22],这与社会
网络分析、重叠社区的发现较为相似 [17]. Parshani
等 [19] 对社交网络、金融网络等进行了另一种略为

抽象而普遍的多关系区分：直接连接与依赖连接.
他们发现当网络中的依赖连接较多时,其级联失效
呈现一级相变,网络具有更大的脆弱性；若仅有直
接连接时, 则其级联失效为二级相变. 当两种连接
均存在时, 网络度分布范围越广网络越脆弱, 不再
具有无标度网络对于随机故障常有的鲁棒性 [23].
多关系对于传播动力学会有怎样的影响是一

个值得关注的问题. 在人类社会中, 工作关系与朋
友关系在传播过程中所起的作用可能完全不同.更
为具体地,研究 HIV的传播时,由于生理和社会因
素的影响, 疾病在不同性别个体之间的传播会有
很大的差异 [24,25]. 与此类似, 在 H5N1 传播的研
究中也需对于节点间的关系区别对待 [26]. 目前,
相关的研究工作还非常少, 本文试图开始这一研
究, 为更真实地描述疾病传播动力学提供新的思
路. 我们提出了一个简单的双关系网络模型, 使用
不同的权重来区分不同的关系 (如朋友和工作关
系), 并研究其比例、作用强度等因素对于流行病
爆发阈值和流行度所产生的影响.本文采用经典的
SIS (susceptible-infected-susceptible)模型,分别研究
了全接触 (reactive process)和单点接触 (contact pro-
cess)两种模式下多关系所带来的影响.值得一提的
是,多关系对于两种接触模式所产生的影响极不相
同. 我们从理论上解释了这些现象, 相应的数值模
拟也验证了这一结论的正确性.

2 双关系网络模型

本文从最为简单的双关系网络入手进行建模

分析,主要的思路是在复杂网络中加入两种不同的

关系,而非以往只有单一关系的情况. 例如我们将
网络中的社会关系区分为朋友和工作关系,随机将
网络中一定比例 q的连边设置为朋友关系,而将余
下的连边置为工作关系.鉴于不同类型关系间传递
信息量大小、回复的可能性 (边的互惠度)[27]、回

复速度的均值各不相同 [28], 关系越亲密权重一般
越高;相类似地,关系越亲密互动频率一般越高. 因
此,在流行病传播的建模中,相比于工作关系,朋友
关系为强关系,故被赋予较高的权值 [18,28−30]. 不失
一般性,我们假定工作关系的权重为 1,朋友关系为
w(w > 1). 为了简化分析, 我们假定两种关系不存
在重叠、依赖以及协同等耦合作用. 本文中以经典
的 ER 随机图 [31], WS 小世界 (重连概率为 0.3)[32]

和 BA 无标度网络 [33] 为底层网络, 将网络规模 N

均设定为 104,平均度 ⟨k⟩均为 8. 在下文中若无特
别说明,网络参数均如此.

3 全接触模式

所谓全接触模式,即每一时间步感染节点可以
接触其所有的邻居,并以一定的概率感染每个邻居.
与此同时, 感染节点以某一概率恢复为易感态. 在
双关系网络中,对于工作关系,感染概率为 λ . 当处
理朋友关系对于感染概率的影响时,我们将边权 w

等效为 w个感染节点同时感染 S态节点 [29,34], 其
有效感染概率

λw = 1− (1−λ )w, (1)

不失一般性, 令恢复概率 µ = 1, 初始感染密度 ρ0

设为 0.15.

3.1 爆发阈值

图 1显示, ER, WS和 BA三个网络的爆发阈值
随着高权重边的比例 q和边权 w的增加而减小,为
了定量理解双关系的引入对于病毒爆发阈值的影

响,我们借用经典渗流理论 [4], 考虑子节点对父节
点的重复感染 [35] 来求解阈值.对于网络中任意一
条边,利用平均场近似,其在 τ = 1时间步内成功传
播病毒的概率为

p = (1−q)λ +q[1− (1−λ )w]. (2)

在度无关联的网络中，任意一条边连接到度为 k

的节点 i (节点 i有 1条入边, k− 1条出边)的概率
是 kP(k)/⟨k⟩. 在 SIS模型中,一条边可能多次传播
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疾病,当网络是树形结构而且环可以被忽略 [36] 时,
平均说来被 i所感染的节点数目 [37]:

⟨ni⟩SIS = p
kmax

∑
k=kmin

kP(k)
⟨k⟩

(k−1)+π

=p(κ −1)+π, (3)

其中右边第一项表示任意一条边其一端节点度

为 k 的概率为 kP(k)/⟨k⟩, 相应地, 它会有 k− 1 条
出边, 而这 k − 1 条出边会以 p 的概率感染其邻

居. 为了简便起见, 在后面的公式中使用这一代换
κ −1 = ⟨k2⟩/⟨k⟩−1;第二项 π表示重感染概率,这
是 SIS 模型与 SIR 模型在阈值解析方面的最大差
别.

图 1 全接触模式下的爆发阈值 (a) 爆发阈值随 w 的变化,
q = 0.1; (b)爆发阈值随 q的变化, w = 2;实线为 (2), (3), (5)和
(6)式的理论预测值,点状图对应模拟结果;插图展示了爆发阈
值的相对变化量是独立于网络结构的;上述模拟结果均是 102

次重复实验的平均值

一个节点被感染后会在接下来的 τ 时间步内
一直处于感染状态, i节点在感染 j1节点之后,会在
一定时间步之后恢复,具体值取决于 i感染 j1 发生

在 i被感染后的第几个时间步,我们设这一变量为
s, 那么在接下来的 (τ − s)步时间内, i仍处于感染

态; 然而 i恢复之后 j1 尚处于感染态, 所以 i和 j1
在感染态上存在一个时间差 τ − (τ − s) = s,在这 s

个时间步内, j1 节点在每一时间步都会以概率 p去
感染 i节点,据此我们可以写出子节点 j1 感染其父

节点 i的条件概率:

πt =
τ

∑
s=1

(1− p)s−1 p
1− (1− p)τ [1− (1− p)s]

=
1− (1− p)τ+1

2− p
, (4)

其中分母 1− (1− p)τ 表示 i在 τ 时间步内将 j1 感

染是重复感染事件发生的条件概率, (1− p)s−1 p表

示 i恰好在第 s步感染 j1, 之后 j1 以 [1− (1− p)s]

的概率重新感染 i. 在我们的模型中 τ = 1,故而

πt = p. (5)

然而这一过程仍然较为理想, 因为除去 j1 节

点, i 节点的其他子节点 j2, · · · , jk−1 及其父节点 a

也会以 pπt 的概率重感染 i节点, 所以在 i的邻居

节点之间存在一个竞争

π= πt

κ−1

∑
k′=0

(
κ −1

k′

)
(pπt)

k′(1− pπt)
κ−1−k′

k′+1
, (6)

上式中 πt 表示了 j1 感染其父节点 i的概率,求和

符号中每一项表示除了节点 j1 外, i感染了它的 k′

个邻居并被它们重感染的概率.对于这 k′+ 1个重

感染节点,仅有第一个感染 i的节点会产生作用,其

他 k′ 个邻居便不会再有任何影响.既然这些节点都

处于等同地位,那么将相应值除以 k′+ 1就可以得

到 j1 重复感染 i的概率.

令 ⟨ni⟩SIS = 1,通过 (2), (3), (5)和 (6)式我们可

得到精确的爆发阈值 λc. 在模拟过程中,当 w和 q

确定时,随着感染率 λ 的增加最终稳定的平均感染
密度 ρ(t > 2500)将从 0变为非 0,从而可以获得爆

发阈值 λc. 如图 1所示,理论分析与模拟结果基本

一致.对于 BA网络, 爆发阈值受到的影响非常小,

这是由于无标度网络的结构异质性导致的.

对于 (6)式,舍弃高阶项,可以得到 π≈ πt = p.

将其代入 (3)式,可得

p =
1
κ
=

⟨k⟩
⟨k2⟩

. (7)

根据 (2)式, p ≈ (1−q+qw)λ ,得到阈值

λc =
⟨k⟩

(1−q+qw)⟨k2⟩
. (8)

当 q = 0时,根据 (2)式有 p = λ ,从而 λ0 = λc (q =

0) = ⟨k⟩/⟨k2⟩. 由此,引入双关系后的爆发阈值的相

对变化为

∆λc =
|λc −λ0|

λ0
=

qw−q
1−q+qw

, (9)

显然,其变化独立于网络结构. 在图 1(a), 1(b)的插

图中,模拟结果与 (9)式符合得较好.同时,由于 BA

无标度网络具有非常大的 κ ,才使得其爆发阈值受

到的影响最小.
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3.2 流行度

我们使用基于微观马尔可夫链方法 [38] 的非微

扰平均场方法 [39] 来求解双关系网络中的流行度

ρ . 假定度相同的节点具有相似的动力学特征,将网
络中所有节点分成 kmax 类. 当系统处于稳定态时,
ρk(t → ∞)的差分方程满足

ρk = (1−ρk)(1−ϑk)+(1−µ)ρk, (10)

式中 ρk 是指度为 k 的节点处于感染态的概率. ϑk

是该节点不被其任意邻居感染的概率,

ϑk =
kmax

∏
k′
(1− pρk′)

Ckk′ , (11)

其中 p 为每条边的有效感染概率 (来源于 (2) 式),
Ckk′ = kP(k′|k)表示度为 k的节点连向度为 k′ 节点

的期望边数. 在数值求解中, 我们假定网络不存在
度相关性,条件概率为 P(k′|k) = k′P(k′)/⟨k⟩,其中度
分布 P(k′)来源于实际网络的统计.
将实际网络中存在的度所对应的方程 (2), (10),

(11)不断地迭代直到一个不动点被找到. 进而全局
感染密度

ρ = ∑
k

P(k)ρk. (12)

对于三个网络来说,只须在计算时将相应度分布的
表达式代入方程 (10)—(12)即可.

图 2 全接触模式下的流行度 (a) 感染密度随权重 w 的变
化 q = 0.1; (b)感染密度随比例 q的变化 w = 2;其中感染概率
λ = 0.1;点状图对应于模拟结果,实线对应方程 (10), (11), (12)
的数值结果;上述模拟结果均是 102 次重复实验的平均值

在图 2中,我们可以看到三种网络的模拟结果
基本与理论分析一致. 值得注意的是, 当感染密度
大于爆发阈值时, WS小世界网络的感染密度随 w

和 q的增长幅度最为明显, ER随机图次之,而 BA

无标度网络最小. 这与网络的结构异质性具有极大
关联, BA网络的爆发阈值消失的原因主要是由于
度最大的中心节点在任何传染概率之下均会处于

活跃状态 [40,41]. 由于 BA网络拥有更广的度分布且
度较大的节点易于互相连接,即使没有另一种关系
的加入, 中心节点也会处于活跃状态. 随机引入的
强关系会以较大的概率围绕于中心节点,仅能在度
较大的节点所组成的高权重子图 [42] 内加强病毒的

传播,从而对于全局感染密度的影响较小. 在较为
同质的WS与 ER网络中,强关系则会比较均匀地
散布于整个网络,从而对于感染密度的提升效果更
为明显. 例如在图 2(b) 中, 当 w ≈ 7 时 ER 的感染
密度将超过 BA.以上结果表明,在加速信息传播时,
对于异质网络进行强关系的转换将并非十分有效,
而对于同质网络则是一种更为有效的方式. 这也说
明针对不同特性的网络中进行信息传播控制,需要
运用不同的资源配置策略.

4 单点接触模式

在单点接触模式下,一个感染节点 i会以边权
wi j 为依据, 偏好地选择自己的某一邻居 j 进行感
染,偏好选择概率为

Pi→ j =
wi j

∑
j∈Γ (i)

wi j
, (13)

其中 Γ (i)为节点 i的邻居节点集合,进而分母表示
节点 i的强度.若连边为工作关系时, wi j = 1;若连
边为朋友关系时, wi j = w. 这一接触的选择过程之
后, 感染节点会以 λ 的概率感染被选择到的邻居;
如果这一邻居已经处于感染态, 则跳过感染过程.
与全接触模式相似,我们依次观察了 q与 w对于爆
发阈值和感染密度的影响.
如图 3(a)所示,随着 w的增加,三个网络的爆

发阈值都逐渐增大.这是因为边权大小的增加加强
了部分节点的向心性 [43,44], 更强的接触异质性导
致更多次数的接触被浪费掉,进而提升了爆发的阈
值.有趣的是, 在图 3(b)中爆发阈值随 q的变化并
非是单调的, 在 q ≈ 0.25 附近出现一个极大值. 少
量高权重边的引入能够加强一些节点的向心性,从
而令爆发阈值增加. 但是随着引入边数的增加, 高
权重边广泛分布于整个网络,更多节点将拥有高权
重的边,从而破坏了之前少量节点的向心性. 此时,
网络中的接触活动将变得更加均匀而分散,爆发阈
值也随之降低.
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图 3 单点接触模式下的爆发阈值,其中恢复概率 µ = 0.1 (a)爆
发阈值随 w的变化, q = 0.3; (b)爆发阈值随 q的变化, w = 5;上述
模拟结果均是 103 次重复实验的平均值

图 4 单点接触模式下的流行度,其中 λ = 0.15, µ = 0.1 (a)感染
密度随 w的变化, q = 0.3; (b)感染密度 q的变化, w = 5;上述模拟
结果均是 102 次重复实验的平均值

在图 4(a)中,WS网络的感染密度随 w的增加

降低得最快. 这是由于网络的均匀性造成的, 越大

的边权差异将增强接触活动的异质性,从而显著降
低感染密度. 如图 4(b) 所示, 与爆发阈值类似, 当

q ≈ 0.25 时感染密度达到最优值. 另外, 我们也看
到, 由于高簇系数的影响, WS 网络的感染密度总

是低于 ER的. 此外,如图 4(b)和图 5所示,随着 w

的增加,最优值的比例 qc 微弱地左移,例如 qc(w =

5) ≈ 0.25 > qc(w = 7.5) ≈ 0.22 > qc(w = 10) ≈ 0.2,
即当强关系的边权越大时,达到最优效果所需的边

数比例就越少. 同时也应当注意到优值处最终的感
染密度值随着强度的增大而减小. 由于边权越大,
它被选择到的概率也越大,进而会使疾病更多地在
这些边上传播, 相应的接触会造成更多的浪费, 使
得感染密度减少. 更为有趣的现象是, 三个网络中
优值出现的位置几乎都是一致的. 这也说明在单点
接触模式下, 网络原本的拓扑结构并非那么重要,
更为重要的是疾病传播的分支过程.

图 5 单点接触模式下流行度随 q 的变化, 其中 λ = 0.15,
µ = 0.1 (a) w = 7.5; (b) w = 10;上述模拟结果均是 102 次重

复实验的平均值

5 结 论

本文从全接触与单点接触两个方面研究了多

关系网络中的流行病传播动力学行为.在全接触模
式下,多关系将加剧流行病在网络中大范围的传播,
使得疾病爆发阈值降低. 相比于异质网络结构 (如
BA),我们发现对于均匀网络 (如 ER, WS), 多关系
的引入对于传播动力学的影响更大.这也为我们在
均匀网络上进行更为有效的传播提供了一定的借

鉴:将网络中连边随机地强化较小比例 (如 10%)即
可收到较好的传播效果;而这一策略对于 BA网络
则不是那么有效. 这也正体现出网络的异质性对于
传播的影响; 同时提示我们对于不同的网络, 须采
取不同的传播优化策略. 另外, 爆发阈值的相对变
化大小不依赖于具体的网络结构.
在单点接触模式下,我们得出一个非常重要的

结论: 多关系的引入不但不会加剧流行病的传播,
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反而会产生积极的抑制作用,而且这样的抑制作用
会存在一个最优值:极大的爆发阈值和极小的感染
密度.同时我们发现随着一种关系作用强度的增加,
这个最优值的比例将向左移,即强度 w越大时,达
到最优效果所需的强边比例会越小. 有趣的是, 三
个网络的最优比例基本是一致的,这说明在单点接
触模式下, 网络原本的拓扑结构并非那么重要, 更
为重要的是疾病传播的分支过程. 遗憾的是, 平均
场近似方法无法应用于多关系网络中单点接触传

播的解析问题,这值得进一步深入研究 [45].
对网络进行多关系的划分具有重要意义,不同

的关系往往需要考虑不同的动力学机制.虽然目前
的这一模型可以看作一种特殊的权重网络,但对于
更为复杂的机制则不是权重网络所可以描述的. 当

节点之间存在多种关系重叠,其耦合作用具有加强

或者抑制效应, 关系之间存在相互演化时, 病毒传

播动力学的行为将变得更为丰富.最近有研究指出,

个体层面上的协同加强效应,会令疾病传播速度变

慢,最终却有一个更大的感染密度 [46]. 这些可能存

在的特性无疑将极大地丰富我们对于动力学的描

述 [47],加深我们对于复杂现象的理解程度 [48,49],另

外个体属性的异质性 [50] 也将导致多关系网络动力

学行为的复杂现象.
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Abstract
Networks with links representing different relationships have attracted much attention in recent years. Previous studies mostly

focused on the analyses of network topology and evolution, multi-relation pattern mining, detection of overlapping communities,
and cascading failure. However, epidemic spreading on multi-relation networks remains a largely unexplored area. We propose a
binary-relation network model, representing working and friendship relationships, to reveal the effect of multiple relationships on
the epidemic spreading. A link representing a closer relationship carries a higher weight. For reactive infection process in a multi-
relation network, the threshold of outbreak is suppressed, making the epidemic harder to control. Comparing the networks with
different structural heterogeneities such as the Watts-Strogatz (WS), Erdös-Rényi and Barabási-Albert networks, the WS network is
affected most significantly. Interestingly, the relative changes in the thresholds on the three networks are found to be independent
of the structure. For contact infection process, an increase in the weight of the closer relationship can raise the outbreak threshold
significantly and reduce the prevalence. As the fraction of closer relationship varies, an optimal fraction corresponding to a maximum
outbreak threshold and minimum prevalence emerges. With an increase in the weight of the closer relationship, the proportion of
links corresponding to the optimal value decreases. Most interestingly, the optimal proportions of closer-relation links on the three
networks are almost the same, and thus they are independent of the network topology. This study not only contributes to the better
understanding of epidemic spreading dynamics on multi-relation networks, but also provides a new perspective for research on multi-
relation networks.
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