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一类广义扰动 KdV-Burgers方程的同伦近似解*
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通过构造一个同伦映射,研究了一类广义扰动 KdV-Burgers方程. 在引入典型无扰动任意次广义 KdV-Burgers

方程扭状孤立波解的基础上,研究了扰动方程的具有任意精度的近似解,指出了近似解级数的收敛性,最后利用不

动点定理,进一步说明近似解的有效性,并对精度进行了讨论.
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1 引 言

对非线性偏微分方程 (NPDE)的求解一直是数
学物理工作者研究的重要课题, 近年来, 国内外学
者发展了许多求 NPDE精确解的方法,如反散射方
法 [1]、齐次平衡方法 [2]、椭圆函数方法 [3]等等. 然
而, 由于绝大多数非线性问题没有精确解, 人们不
得不发展各类求近似解的方法,如多尺度法 [4]、变

分迭代法 [5]、匹配法 [6]、重正规化方法 [7]、摄动

方法 [8] 等等. 同伦映射方法 [9,10] 是一种高效的,普
适性强的解析近似方法,被成功应用于解决工程技
术中的许多非线性问题, 如非线性振动 [11]、边界

层流动 [12] 等等. 文献 [13—20]研究了各类常系数
方程的孤子近似解,本文将该方法应用于任意次幂
广义扰动方程, 求其孤立波近似解, 得到了有意义
的结果.

2 广义扰动 KdV-Burgers 方程的近
似解

现讨论如下广义扰动 KdV-Burgers方程:

ut +aupux +bu2pux + γuxx +δuxxx = f (t,x,u) , (1)

其中 a,b,γ,δ , p > 0 是任意常数, f 为扰动项, 设 f

是关于其变量的充分光滑函数. 该方程包含 KdV
方程, MKdV 方程, CKdV 方程, KdV-Burgers 方程,
CKdV-Burgers方程,广泛应用于等离子体物理、固
体物理、原子物理、流体力学和量子场理论等各

类数学物理领域. 如: 当 f = 0, γ = 0, p = 1 时, 转
化为著名的组合 KdV 方程, 该方程在等离子体物
理中它描述了无 Laudau衰变小振幅离子声波的传
播, 在固体物理中用于解释通过氟化纳单晶的热
脉冲传播, 同时还可以很好地描述在具有非谐束
缚粒子的一维非线性晶格中波的传播, 又可作为
流体力学中的一个模型方程, 相关研究可参考文
献 [21—23]. 当 f = 0, b = 0, p = 1 时, 方程 (1) 转
化为 KdV-Burgers方程,该方程主要用来研究液体
内含有气泡流动以及弹性管内液体流动等问题,文
献 [24, 25]研究了其各种复合形式的孤立波解.当
f = 0 时方程 (1) 转化为典型广义 KdV-Burgers 方
程, 关于其研究可参见文献 [26—30], 因而研究方
程 (1)的解有重要的理论和现实意义,接下来我们
研究其近似解. 首先考虑无扰动方程

ut +aupux +bu2pux + γuxx +δuxxx = 0. (2)

由形变映射法 [30], 我们可以得到对应于方程
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(2)的下列解:

ũ0 (x, t)

=

[
B

[
1+ tanh

[
±

√
− bp2

(1+ p)(1+2p)δ

×B
(

x−
(

4p
1+2p
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2a
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B
)

t +ξ0

)]]]1/p

,

(3)

B =−a(1+2p)
2b(2+ p)

±
γ
√
−(1+ p)(1+2p)bδ

2b(2+ p)δ
. (4)

为了得到方程 (1)的近似解, 我们引入一个同
伦映射 H (u,q): R× I → R,

H (u,q) = Lu−Lũ0 +q(Lũ0 +aupux

+bu2pux − f (t,x,u)
)
, (5)

式中 R = (−∞,+∞), I = [0,1], ũ0为方程 (2)的解,线
性算子 L表示为

L(u) = ut + γuxx +δuxxx. (6)

易知 H (u,1) = 0 与方程 (1) 相同, 故方程 (1)
的解 u(x, t)就是当 q → 1的情形下 H (u,q) = 0的
解. 令

u =
∞

∑
i=0

ui (x, t)qi = u0 +qu1 +q2u2 + · · · . (7)

若取 u0 为 (2)的解,注意到 f 及 (5)的解析性,由文
献 [31]可知该级数在 q ∈ [0,1]上是一致收敛的.
将 (7)式代入方程 H (u,q) = 0中,对 q的同次

幂的系数进行比较:

q0 : Lu0 = Lũ0, (8)

q1 : Lu1 = f (t,x,u0) , (9)

q2 : Lu2 =−
(

apup−1
0 u1u0x +aup

0u1x

+2bpu2p−1
0 u1u0x +bu2p

0 u1x

)
+ fuu1,

... (10)

由 (8)式可得

u0 (x, t) = ũ0 (x, t) . (11)

利用傅里叶变换得到 (9) 在零初始条件 u1|t=0 = 0
时的解为

u1(x, t) =
1
π

∫ t

0

∫ +∞

0

∫ +∞

−∞
f (ξ ,τ,u0(ξ ,τ))

× exp[λ 2γ(t − τ)]cos[λ (x−ξ )

+λ 3δ (t − τ)]dξ dλdτ. (12)

同理可得到 (10)式在零初始条件 u2|t=0 = 0时的解

u2(x, t) =
1
π

∫ t

0

∫ +∞

0

∫ +∞

−∞

[
fu(ξ ,τ,u0)u1

− t(apup−1
0 u1u0ξ +aup

0u1ξ
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0 u1ξ )
]

× exp[λ 2γ(t − τ)]cos[λ (x−ξ )

+λ 3δ (t − τ)]dξ dλdτ, (13)

其中 u0 = u0(ξ ,τ), u1 = u1(ξ ,τ).
由 (3), (4), (11), (12), (13)式,方程 (1)的二次同

伦近似解为

u2hom(x, t)

=

[
B

[
1+ tanh
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(
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∫ t

0

∫ +∞

0

∫ +∞

−∞
f (ξ ,τ,u0(ξ ,τ))exp[λ 2γ(t − τ)]

× cos[λ (x−ξ )+λ 3δ (t − τ)]dξ dλdτ

+
1
π

∫ t

0

∫ +∞

0
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−∞
[ fu(ξ ,τ,u0)u1

− (apup−1
0 u1u0ξ +aup

0u1ξ

+2bpu2p−1
0 u1u0ξ +bu2p

0 u1ξ )]

× exp[λ 2γ(t − τ)]cos[λ (x−ξ )+λ 3δ (t − τ)]

×dξ dλdτ. (14)

用同样的方法比较 q的更高次幂的系数,还可以得

到更高次幂的近似解, 从而可以求出方程 (1)的任

意次近似解. 比如,对 q的 n次幂的系数进行比较,

我们有

un(x, t)

=
1
π

∫ t
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Ckn−1
kn−2

up−k1
0 uk1−k2

1 uk2−k3
2 · · ·ukn−2−kn−1

n−2 ukn−1
n−1 uiξ

)]
× exp[λ 2γ(t − τ)]cos[λ (x−ξ )+λ 3δ (t − τ)]

×dξ dλdτ. (15)

这里 p > k1 > k2 > · · · > kn−1 > 0 ∈ N, 且有
n−1

∑
j=1

k j + i = n−1, i = 0, · · · , n−1. 其中

F(u0,u1, · · · ,un−1) =
1

(n−1)!
∂ (n−1)

∂qn−1 f (ξ ,τ,u0(ξ ,τ),

u1(ξ ,τ), · · · ,un−1(ξ ,τ))|q=0 .

由此得方程 (1)的 n次同伦近似解为

unhom(x, t)

=

[
B

[
1+ tanh

[
±

√
− bp2

(1+ p)(1+2p)δ

×B
(
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(

4p
1+2p

B2 +
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B
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)]]]1/p

+
n

∑
k=1

uk.

这里 uk 由 (15)式表示.

3 微扰解

若方程 (1) 中扰动项是微扰的, 不妨设
f =ε exp(−un),其中 0 < ε ≪ 1为小参数,则

ut +aupux +bu2pux + γuxx +δuxxx

= ε exp(−un), n ∈ N+. (16)

使用上述方法可得,方程 (16)的零次近似解为

u0hom(x, t)

=
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(17)

一次近似解为

u1hom(x, t)

=
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二次近似解为
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=
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1
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∫ t

0

∫ +∞

0
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[−nεun−1

0 u1 exp(−un
0)

− (apup−1
0 u1u0ξ +aup

0u1ξ

+2bpu2p−1
0 u1u0ξ +bu2p

0 u1ξ )]

× exp[λ 2γ(t − τ)]cos[λ (x−ξ )+λ 3δ (t − τ)]

×dξ dλdτ. (19)

其中

u0 = u0 (ξ ,τ) = u0hom (ξ ,τ) ,

u1 = u1 (ξ ,τ)

=
1
π

∫ t

0

∫ +∞

0

∫ +∞

−∞
ε exp(−un

0)exp[λ 2γ(t − τ)]

×cos[λ (x−ξ )+λ 3δ (t − τ)]dξ dλdτ
∣∣
(x,t)=(ξ ,τ) .

还可以用相同的方法得到微扰方程 (16) 更高
次的近似解. 我们容易验证, 利用摄动方法令

u =
∞

∑
i=0

ui (x, t)ε i, 求得此方程二次近似解的精度

与同伦映射方法得到的二次近似解的精度相比较

是一致的.

4 近似解的精度比较

设 uexa (x, t) =
∞

∑
i=0

ui (x, t)为方程 (16)由上述方

法得到的一个精确解, 现在估计误差 uexa − u2hom,
首先估计

L(uexa −u2hom)

= Luexa −Lu2hom

= (uexa,t + γuexa,xx +δuexa,xxx)− (Lu0 +Lu1 +Lu2)

= f (u)−aupux −bu2pux
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−
[
−aup

0u0x −bu2p
0 u0x + f (u0)
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0 u1u0x +aup

0u1x

+2bpu2p−1
0 u1u0x +bu2p

0 u1x)

−nεun−1
0 u1 exp(−un

0)
]

= ε exp

[
−

(
∞

∑
i=0

ui

)n]
−a

(
∞

∑
i=0

ui

)p( ∞

∑
i=0

ui

)
x

−b

(
∞

∑
i=0

ui

)2p( ∞

∑
i=0

ui

)
x

− [−aup
0u0x −bu2p

0 u0x

+ ε exp(−un
0)− (apup−1

0 u1u0x +aup
0u1x

+2bpu2p−1
0 u1u0x

+bu2p
0 u1x)−nεun−1

0 u1 exp(−un
0)]

= O(ε2). (20)

这里 0 < ε ≪ 1, 其次选择任意常数使得 uexa(0) =
u2hom(0),这时由不动点定理 [32],我们有

uexa −u2hom = O(ε2), 0 < ε ≪ 1.

因此,利用上述方法得到的近似解 u2hom 具有较好

的精度.

5 结 论

本文首次利用同伦分析法求解一类广义扰动

KdV-Burgers 方程, 得到了具有较好精度的二次近
似解, 同时得到了 n 次近似解表达式, 作为一个例
子,研究了其微扰情形下的近似解. 研究表明,同伦
映射法可以应用于具有任意次幂的广义孤子方程,
并且与摄动方法相比较更简洁、高效,得出的近似
解精度高. 如何将该方法应用于高阶高维系统还有
待进一步研究.
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Abstract
A class of generalized disturbed KdV-Burgers equation is studied by constructing a homotopy mapping. Based on the kinked

solitary-wave solution of the corresponding typical undisturbed generalized KdV-Burgers equation with nonlinear terms of any or-
der,the approximate solution with arbitrary degree of accuracy for the disturbed equation is researched. It is pointed out that the series
of approximate solution is convergent. Finally,the efficiency and accuracy of the approximate solutions is also discussed by using the
fixed point theorem.
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solution
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