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有限元/边界积分方法在海面及其上方弹体

目标电磁散射中的应用*
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本文将有限元/边界积分方法 (FE/BIM)结合区域分解方法引入到粗糙海面及其上方目标的电磁散射问题的研

究中. 由于积分边界可以以任意形状设置在距模型表面任意远的距离处,故本文采用共形人工边界结合区域分解建

模方法截断模型的开放计算区域以减少求解未知量,在截断区域内部采用有限元方法求解,而计算区域的边界条件

通过边界积分方程方法得到. 通过与矩量法获得的数值计算结果进行比较,证明了该混合算法及模型处理方法的正

确性,进而研究了海面上方弹体目标的电磁散射特性,并讨论了其双站散射系数随电磁波入射角度、目标高度、海

面风速以及弹体尺寸的电磁散射特性变化情况. 本文结果可用于反演复杂背景下的目标信息及目标探测等领域.
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1 引 言

海洋面积约占全球面积的 3/4, 因而随着雷达

技术的快速发展,海面等复杂背景下的目标探侧与

识别计算在军事及民用的各个领域内都得到了极

为广泛的应用,例如微波遥感、目标探测、海洋学

以及电波传播等等. 在计算电磁学中, 大致可以分

为两类计算方法: 近似方法和数值方法. 近似方法

计算快速, 耗费的计算资源较少, 但其计算结果往

往不够准确, 并且对于近似方法往往仅仅适用于

特定的模型,不具备通用性,例如:基尔霍夫近似方

法 [1,2]、微扰法 [3]、双尺度方法 [4] 以及小斜率近

似 [5] 等. 由于近似方法存在以上缺点,数值方法越

来越受到人们的重视,如矩量法 [6]、快速多级子方

法 [7]、前后向方法 [8] 等积分方程类方法. 数值方

法虽然计算效率不如近似方法,然而其计算精度较

高,并且往往具有通用性.

在计算电磁学中,尤其是在电磁散射和辐射领

域中, 往往会涉及到开放的无限大区域, 本文中的

海面及其上方目标的电磁问题就是其中之一.对于

开放区域, 在应用有限元方法分析时, 往往需要引

入截断边界条件将无限大区域截断为有限大的计

算区域.在以往的文献 [9, 10]中往往采用近似吸收

边界 (ABC)以及完全匹配层 (PML)作为截断边界

条件. 为了保证计算精度, 这两种截断边界通常需

要设置在足够远的距离处,从而造成了计算区域的

增大,不能有效地减少计算未知量. 作为最精确的

边界条件,有限元方法结合积分边界 [11] 不仅可以

比积分方程类方法更适宜于处理非均匀介质问题,

而且与近似吸收边界相比可以以任意形状设置在

离模型任意远的距离处以减少计算区域.尽管海面

及其上方目标 [12] 的电磁散射问题已经讨论了相当

长一段时间,但很少有文章采用有限元/边界积分方

法讨论此类问题,该混合算法在复合模型问题中的

应用仍需作进一步的研究.

有限元/边界积分混合方法 (FE/BIM)克服了积

分方程方法和有限元法的缺点,同时保留了它们的
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优点,该方法通过引入一个包围结构或非均匀模型
的人工边界截断开放区域, 在这个边界内部, 应用
有限元方法给出场的计算公式, 而在外部区域, 场
通过边界积分方法获得. 这两个区域中的场在截断
边界处通过场连续性边界条件耦合起来,从而得到
边界场和内部场的耦合方程组. 由于需要对求解区
域进行空间离散,因此本文方法相对于传统矩量法,
其优点在于非常适合处理复杂介质的散射问题 (如
非均匀海面、复杂介质目标的电磁散射等),而传统
矩量法难以处理此类复杂介质的电磁散射,所以与
矩量法相比, FE/BIM 方法在研究非均匀介质散射
问题时具有较好的应用前景.
本文采用有限元/边界积分混合方法结合区域

分解建模技术讨论了一维海面及其上方二维目标

的电磁散射特性,并分析了海面上方弹体目标的双
站散射特性; 介绍了复合模型的建模方法和本文
混合算法的公式推导和理论分析;给出了本文有限
元/边界积分方法的验证结果以验证该算法的正确

性和有效性;结合本文算法讨论了海面及其上方导

弹的电磁散射特性.

2 海面及其上方目标的 FE/BIM 混

合算法

图 1 给出了一维海面及其上方二维导体目

标的电磁散射模型, 电磁波以入射角 θinc 照射

到海面及目标上, 并以散射角 θscat 散射到空间

中. 对于海面上方无限大空间, 引入共形积分

边界 ΓBI 结合区域分解技术将无限大开放区域

截断为有限大小的内部区域 Ωin 和外部区域

Ωout. 内部区域 Ωin 包含海面上方以及目标附

近的计算区域, 外部区域 Ωout 是除内部区域以

外的无限大区域. 海面上方的积分边界由若干

直线段和圆弧构成, 并且目标由共形积分边界

包围.

图 1 一维 PM海面及其上方目标的 FE/BIM电磁散射模型

海面可以看作是由大量的谐波叠加而成,谐波

的振幅是独立的高斯随机变量,借助于蒙特卡罗方

法, 在频域内利用功率谱对其进行滤波, 再进行逆

傅里叶变换即可得到海面的高度起伏,本文讨论一

维 “Pierson-Moskowitz” (PM) 海面, 其功率谱函数

可以表示为

S1(k) =


α

4 |k|3
exp

(
− βg2

c
k2U4

19.5

)
, k > 0,

0, k < 0,
(1)

其中 α 和 β 是无量纲经验常数, α = 8.1× 10−3,

β = 0.74, U19.5 为距海面高度为 19.5 m 处的风速,

重力加速度 gc = 9.81 m/s2.

当利用有限元讨论开放的无界区域问题时,需

要对开放区域进行人为截断, 这样就会导致由于

人为截断所引起的截断效应, 可以通过引入锥形

波 [13] 作为入射波,从而达到减小截断效应的目的,

其形式由下式给出:

φ inc = exp [−jk0 · r(1+w(r))]

× exp
[
−(x− yctgθinc)

2 /g2
]
, (2)

其中 w(r) =
[
2(x− yctgθinc)

2 −1
]
/(k0gsinθinc)

2, k0

是自由空间中的波数, g为锥形入射波因子, r为空

间矢量.

本文针对 TM 极化 (电场仅含 z 分量) 的情形

进行讨论,在海面上方空间中的总场满足亥姆霍兹
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方程

∇2Φ(r)+ k2
0Φ (r) = f (r), (3)

其中, Φ (r)是空间总电场, f (r)与空间中的源有关

f (r) = jk0Z0J (r), k0 为自由空间波数, Z0 为自由空

间特征阻抗, J (r)代表空间中的电流密度.
引入自由空间中的二维格林函数 G0, 其形式

如下:

G0(r,r
′) =

1
4j

H2
0
(
k0
∣∣r−r′

∣∣) , (4)

其中 H2
0 (·)表示第二类零阶汉克尔函数. 上述格林

函数不仅在无穷远处满足索末菲辐射条件,而且满
足下列微分方程:

∇2G0(r,r
′)+ k2

0G0(r,r
′)

=−δ (r−r′), r′ ∈ Ω∞. (5)

结合格林定理,根据上述方程可以得到如下二
维空间海面及其上方目标的电磁散射积分方程,其
形式可以写为

Φ
(
r′
)
= Φinc

(
r′
)
+

∫
ΓBI

[
Φ(r)

∂G0(r,r
′)

∂n

−G0(r,r
′)

∂
∂n

Φ(r)
]

dΓ , (6)

其中
∂

∂n
代表对变量求法向导数, ΓBI表示虚构积分

边界, Φinc (r)表示入射场. 该积分方程将人工边界
上的总场与场的法向导数联系起来. 为了简化, 在
积分边界 ΓBI 上可以作如下假设:

∂Φ
∂n

=−ψ . (7)

因而离散上述积分方程可以得到如下矩阵形式的

表达式:

[P ]{Φ}+[Q]{ψ}= {b} . (8)

在虚拟边界包围的内部区域 Ωin, 电磁问题可
以利用泛函理论进行分析,其等效的变分问题为

δF(Φ) = 0, (9)

其中

F(Φ) =
1
2

∫∫
Ω

[
1
µr

(
∂Φ
∂x

)2

+
1
µr

(
∂Φ
∂y

)2

−k2
0εrΦ2]dΩ +

∫
ΓBI

ΦψdΓ

−
∫∫

Ω
f ΦdΩ . (10)

选用合适的基函数离散变分方程可以得到一个线

性方程组,其形式如下:

[K]{Φ}+[B]{ψ}= {0} . (11)

由于区域内存在导体,因而 (11)式应增补导体
表面上的狄利克雷边界条件, 对于 TM 极化, 电场
满足

Φ |pec = 0. (12)

在虚构边界 ΓBI 处,需要强加连续性边界条件将 (8)
和 (11)式联系起来

Φ |Γ+ = Φ |Γ− , (13)

1
µr

∂Φ
∂n

∣∣∣∣
Γ+

=
1
µr

∂Φ
∂n

∣∣∣∣
Γ−

, (14)

其中 Γ− 表示观察点从区域内部接近积分边界, Γ+
表示观察点从边界外接近 ΓBI. 内外计算区域的场
及其法向导数在虚拟边界处通过 (13)和 (14)式联
系起来. 通过求解耦合矩阵 (8)和 (11),就可以得到
虚拟边界处的总场及其法向导数,进而获得海面及
其上方目标的电磁散射特性.

3 算法验证及误差分析

针对一维 PM 海面及其上方二维导体目标的
电磁问题,其模型参数的选择如下: 空间离散的单
元尺寸约为 0.1λ , PM海面的长度 L = 102.4λ ,本文
所选用入射波的频率 f = 300 MHz,锥形入射波因
子 g = L/4. 在本文的计算过程中人工边界设置在
离模型约 1.0λ 的距离处, 各段圆弧的半径也设置
为 1.0λ , 目标表面的积分边界距离目标表面约为
0.2λ . 由于海面表面起伏的随机性,本文选取 30个
模型样本进行平均以获得稳定的散射结果,其他模
型参数将在下文中详细给出.
为了验证本文混合算法及建模的有效性,本文

将其双站散射系数 (BSC)结果与矩量法进行对比.
两者之间双站散射系数的绝对误差可以表示为

∆ =
∣∣∣σFE/BIM −σMoM

∣∣∣(dB). (15)

由于单独采用绝对误差并不能很好的说明两

者之间的误差,因而可以求解其相对误差以便做更
好的对比, FE/BIM和MoM双站散射系数的相对误
差可以由下式得到:

Err = Σ
∣∣∣σFE/BIM −σMoM

∣∣∣/Σ
∣∣σMoM∣∣

×100%. (16)
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图 2 给出了一维 PM 海面及其上方二维导

体圆柱的双站散射系数随散射角的变化情况, 并

与矩量法进行了对比. 海面上方圆柱的半径为

r = 0.5λ , 圆柱所处的高度 h = 2.0λ , 海面上方的

风速 U19.5 = 4.0 m/s. 从图 2(a) 中可以看出, 本文

算法的双站散射系数计算结果与矩量法所得到的

结果基本一致, 两者的曲线拟合较好. 为了比较两

者之间的误差,图 2(b)给出了图 2(a)中 FE/BIM与

MoM 结果的绝对误差, 可以看出两者之间的绝对

误差在大部分散射角内都小于 1.0 dB,最大误差约

为 2.2473 dB. 与矩量法对比, FE/BIM 与其存在的

相对误差约为 3.8633%, 平均误差为 0.4207 dB.这

说明该混合方法可以正确地用以分析粗糙海面及

其上方目标的电磁散射问题.

图 2 一维 PM海面及其上方圆柱的数值仿真结果 (a)双站
散射系数; (b)绝对误差分布

为了进一步验证本文中的建模及计算方法

的有效性, 图 3 计算了一维 PM 海面及其上方

二维导体方柱的双站散射系数. 二维方柱目标

的边长为 ls = 1.0λ , 所处的高度 h 为 2.0λ , 海面

风速为 U19.5 = 4.0 m/s. 与图 2 中的计算结果类

似, 本算例的双站散射系数曲线与矩量法符合较

好, 绝对误差在大部分散射角内都小于 1.0 dB, 从

图 2(b) 可以看出两者之间存在的最大绝对误差

约为 2.3996 dB. 与矩量法对比, 本文所给的混合

方法存在约 3.8804%的相对误差, 平均误差约为

0.4306 dB.由于海面起伏的随机性, 不同的样本之

间的绝对误差分布具有随机性,但计算结果的相对

误差和平均误差变化不大.

图 3 一维 PM海面及其上方方柱的数值仿真结果 (a)双站
散射系数; (b)绝对误差分布

从以上两个算例中可以看出, 本文算法的计

算结果与矩量法相比吻合较好, 说明本文中的

FE/BIM 算法及模型处理方法可以很好地用来分

析一维粗糙海面及其上方二维导体目标的电磁散

射问题.两种方法之间存在的误差主要是由于基函

数的选取,网格的划分以及编程中所采取的近似等

原因导致的. 由于 FE/BIM方法是基于微分方程类

的数值方法,因而选取高阶基函数,加密网格,或者

采用高阶近似都可以提高该算法的计算精度.

4 数值计算与结果分析

在本节中将采用 FE/BIM混合算法讨论一维海

面及其上方二维导体弹体目标的电磁散射特性. 电

磁散射问题的基本建模大致如图 1所示,所采用弹
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体目标模型的具体尺寸如图 4所示. 人工边界设置

在离模型约 1.4λ 的距离处, 各段圆弧的半径也设

置为 1.4λ ,目标表面的积分边界距离目标表面约为

0.2λ . 取入射波频率 f = 300 MHz,锥形入射波因子

g = L/4, PM海面长度 L = 102.4 m,单元离散尺寸

约为 0.1 m,其他参数将在下面具体给出.

图 4 一维 PM海面上方弹体目标的模型参数

为了分析复合模型的电磁散射特性,图 5给出

了不同模型下的双站散射系数结果. 弹体距离海

面高度 h = 3.0 m,风速为U19.5 = 4.0 m/s,入射角为

θinc = π/3. 从图 5中可以看出,当仅存在海面时双

站散射系数曲线变化比较平缓,而当上方存在弹体

目标时, 曲线出现若干震荡, 这主要是由于海面与

弹体目标之间的相互耦合作用引起的. 当弹体目标

存在时,前向散射和后向散射系数要比仅海面存在

的情况要大,而双站散射系数在镜向散射角附近有

所降低, 这主要是由于目标不存在时, 入射电磁波

仅被海面散射,而弹体目标的存在使得海面与目标

之间相互耦合,入射波与模型之间的相干作用降低,

非相干作用增大,从而导致了散射波镜向分量的减

小, 结合能量守恒定律, 远离镜向的非相干散射必

然会增大. 当仅存在弹体目标时, 可以看出散射系

数在镜向方向也会出现峰值,但整体曲线要比下方

存在海面时散射系数要低,这是由于当海面存在时,

海面也会对入射波产生一定的反射,从而使得复合

模型的散射系数比较大.

图 6 用 FE/BIM 方法计算了不同入射角下的

海面及其上方弹体目标的双站散射系数随入射角

的变化情况. 弹体距离海面高度 h = 3.0 m,风速为

U19.5 = 4.0 m/s. 可以看出随着入射角的减小,双站

散射系数的镜向峰值逐渐减小,镜向散射角附近震

荡加剧, 并且散射曲线会出现两个散射峰值, 特别

是掠海入射角 (θinc = π/6)处,在后向角 30◦和前向

散射角 150◦处峰值较为明显.

图 5 不同模型的双站散射系数对比图

图 6 海面及其上方弹体目标的双站散射系数随入射角的变化

当弹体目标处于距海面不同的高度时, 图 7

给出了其双站散射系数的变化曲线. 入射波以

θinc = π/3 的入射角照射到模型表面, 海面上方

风速为U19.5 = 4.0 m/s. 随着目标高度的增大,其双

站散射曲线在镜向散射角附近呈升高趋势,而在散

射角较大的位置处, 散射系数有所减小. 这是因为

随着弹体目标的升高,弹体与海面之间的相互耦合

散射作用减弱,导致非相干散射幅值减小.

图 8 利用本文所引入的混合算法计算了不同

海面风速下海面及弹体目标的双站散射系数变化

情况. 锥形入射波入射角度为 θinc = π/3,弹体距离

海面上方高度为 h = 3.0 m. 随着海面风速的增加,

海面起伏增大, 也就变得更加粗糙, 当电磁波照射

到海面上时, 入射波的非相干散射增大, 相干散射

减小,这就导致了图 8中的曲线随着风速的增加双
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站散射系数镜向峰值减小,在非相干散射区域增大.

图 7 海面及其上方弹体目标的双站散射系数随弹体高度的变化

图 8 海面及其上方弹体目标的双站散射系数随海面风速的变化

在图 9 算例中随着弹体目标尺寸的不同, 图
中给出了复合模型双站散射系数的变化曲线, 弹
体高度 h = 3.0 m, 风速为 U19.5 = 4.0 m/s, 入射角
为 θinc = π/3,弹体目标缩放参数用 s表示,原尺寸
(s = 1.0)如图 4所示. 可以看出随着目标尺寸的增
大,在后向散射角 60◦ 以及前向 150◦—180◦ 处散射
系数有增大趋势, 而镜向峰值先减小后增大, 镜向
附近的散射系数有减小趋势,此现象是由于随着目

标尺寸增大,弹体与海面之间的耦合作用不断变化,
弹体对散射系数的贡献也越来越大.

图 9 海面及其上方弹体目标的双站散射系数随目标尺寸的变化

5 结 论

本文将有限元/边界积分方法引入到一维海面
及其上方弹体目标的电磁散射问题中,并通过与矩
量法获得的结果进行对比,证明了本文算法及模型
处理方式的有效性,最后将该混合方法应用到海面
及其上方弹体目标的电磁散射特性分析中. 数值计
算结果表明,弹体目标的存在会导致双站散射系数
在镜向方向有所减小, 而在非镜向方向增大. 通过
变换入射角,双站散射系数曲线在入射角减小时呈
现双峰值趋势,尤其在近地入射角的情况下较为明
显. 当弹体目标所处的高度增大时, 镜向散射角附
近曲线升高, 非镜向方向曲线有降低趋势. 随着海
面上方风速的增加, 双站散射系数镜向峰值降低,
非镜向方向的散射加强. 弹体目标的尺寸也会影响
双站散射系数的变化, 随着弹体尺寸增加, 其散射
贡献也逐渐增大.本文混合方法特别适合用以求解
非均匀介质问题,在更具实际意义的复杂介质问题
中具有很好的应用前景,我们将在以后的工作中对
此类问题做进一步研究.
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Abstract
In this work, the finite element/boundary integral method (FE/BIM) combined with the domain decomposition method is intro-

duced to study the electromagnetic scattering from the target above the rough sea surface. As the integral boundary can be set at
anywhere with an arbitrary shape, the conformal truncated boundary is built to reduce the unknowns of the computational region com-
bined with the domain decomposition method. In the interior region, the finite element method is used to solve the problem, whereas
the artificial boundary condition can be obtained by the boundary integral method. The strategy of hybrid FE/BIM and the modeling
method are presented with their validity evaluated by the method of moment, then bistatic scattering properties of a missile above the
sea surface are discussed, and their dependence upon different incident angles, target height, wind speed above the sea, and the size of
the missile are discussed in detail. The information of targets and the target detection can be retrieved and analyzed by the results in
this paper.

Keywords: electromagnetic scattering, rough sea surface, target, FE/BIM

PACS: 03.50.De, 41.20.−q DOI: 10.7498/aps.62.170301

* Project supported by the National Science Foundation for Distinguished Young Scholars of China (Grant No. 61225002), the Specialized Research Fund
for the Doctoral Program of Higher Education, China (Grant No. 20100203110016), and the Fundamental Research Funds for the Central Universities,
China (Grant No. K50510070001).

† Corresponding author. E-mail: rwxu719@126.com

170301-7


