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非连续的线性耦合方法实现超混沌系统的同步*

马军† 吴信谊 秦会欣

(兰州理工大学物理系,兰州 730050 )

( 2013年 3月 18日收到; 2013年 5月 15日收到修改稿 )

基于李亚普诺夫稳定性理论,严格证明了一类超混沌系统在间歇线性单向耦合下可以实现完全同步.线性控制

器通过一个开关函数来调节来实现 ‘停’和 ‘控’.第一类开关函数由一个等幅度矩形波来控制,控制器的打开和关闭

选取不同的间隔周期 (Ta, Tb);第二类开关函数由一个等幅度方波来控制,方波间隔周期记为 T0;首先通过构造指数

类型的李亚普诺夫论证了两类开关函数调制下两个超混沌系统在单向线性耦合下实现同步的可行性问题.为了定

量分析控制效果,定义了一定周期内控制器的平均能耗.在数值计算中,对第一类矩形波函数情形则计算了二参数

空间 (Ta, Tb)下响应系统的最大李亚普诺夫指数分布,同步区域/非同步区域分布,控制器平均能耗分布,确认在恰当

的间隔周期 (Ta, Tb)和耦合强度下,两个超混沌系统可以达到完全同步.对第二类方波函数情形则计算了耦合强度和

方波间隔周期 T0 而参数区域内响应系统最大条件李亚普诺夫指数分布,给定耦合强度下选择不同间隔周期下误差

函数演化和平均能耗,研究结果表明: 在恰当的耦合强度和间隔周期 T0 下两个超混沌系统可以达到完全同步.同时

发现,在恰当的耦合强度下控制器的平均能耗最小,数值计算结果验证了理论分析的可靠性.
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1 引 言

自然界形态的多样性与其内在的复杂性有关,
通常认为复杂性系统内部存在非线性相互作用. 作
为非线性科学的一个重要分支,物理,生物,化学和
电路系统中的混沌特性研究自上世纪就引发了人

们的广泛关注 [1−5]. 在非线性科学领域,利用超混
沌系统设计信号发生器, 基于混沌和超混沌系统
进行加密和保密通信是工程人员研究的重要内容

之一 [6−10]. 动力系统的同步有多种方式,如完全同
步, 广义同步, 相位同步, 滞后同步 [11−16]. 在诸多
的同步方式中,人们对自适应同步 [17−23] 和耦合同

步问题 [24−26] 进行研究中主要利用李亚普诺夫函

数方法和矩阵稳定性理论. 对于连续反馈控制, 通
常构造包含驱动,响应系统误差变量和参数的李亚
普诺夫函数,利用李亚普诺夫函数稳定性理论来解
析获得控制器的表达式. 一般而言, 构造恰当的李
亚普诺夫函数比较难,需要经过反复测试和验证来

确保李亚普诺夫函数随时间的导数是负定的,且获
得的控制器表达式比较复杂. 实际上, 线性耦合是
最简单的作用方式,如神经元之间通过间隙连接来
实现线性电压耦合,在恰当的耦合强度下可以实现
神经元放电的同步. 因此, 严格论证线性耦合实现
混沌系统, 超混沌系统的同步, 特别是非连续线性
耦合同步具有实际的意义,因为从工程控制的角度
看, 线性耦合在实验上容易操作, 非连续耦合的控
制代价比较小,因为控制器包含的电子元件总是需
要一定能耗的. 对于非线性振荡电路系统,经过标
度变换后得到无量纲动力学方程,其控制器的能耗
可以通过计算一定暂态周期内误差函数的积分来

估算 [27].
利用李亚普诺夫函数方法控制混沌和超混沌

系统时,首先要构造一个正定的且包含系统变量和
参数的李亚普诺夫函数. 一般而言, 通常采用系统
变量的平方和来构造李亚普诺夫函数,如此确保李
亚普诺夫函数是恒定正的. 文献 [28]在研究超混沌
系统非线性耦合时提出构造一类恒大于零的指数
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型李亚普诺夫函数,论证了系统参数已知且固定情
况下非线性连续耦合对线性耦合同步的调制作用,
而对单向非连续间歇耦合同步控制没有讨论.我们
将以一类超混沌系统为例,讨论非连续线性耦合实
现超混沌系统的同步问题, 并估算控制器的能耗,
最后对该方法进行讨论,以便把该方法推广到其他
超混沌系统和网络的同步控制中.

2 模型和方法

1996年 Tamaševičius等 [29]构造了一类四变量

的超混沌电路,利用无量纲变化得到一组四变量的
非线性方程组, 在恰当的参数下, 该电路方程和系
统可以产生超混沌行为,该模型进一步被改造为如
下动力学系统:

dx1/dt = ax1 − x2 − x3,

dx2/dt = x1 −bx2,

dx3/dt = (x1 − cx3 − x4)/µ,

dx4/dt = (x3 −d(x4 −1)H(x4 −1))/ε, (1)

其中第一和第四变量对应电路中两个电容器两端

的电压, 第二和第三变量对应电路中流过电感元
件的电流,且 a, b, c, d, µ , ε 是对电路方程进行无
量纲变化引入的参数, 其具体物理意义对应原振
荡电路中电子元件的参数. 阶跃函数 H(x)在电路
中一般可通过单通性二极管实现, 其数学关系为
H(x) = 1, x > 0; H(x) = 0, x < 0. 通过计算系统 (1)
的李亚普诺夫指数, 选择恰当的参数可以确保该
系统至少具有 2个大于零的李亚普诺夫,使得该系
统呈现超混沌态. 如文献 [24]的计算结果表明,当
参数 a = 0.6, b = 0.05, c = 0.015, d = 10, µ = 0.3,
ε = 0.33时,系统 (1)则有两个正的李亚普诺夫指数
λ1 = 0.11, λ2 = 0.06, 因此, 系统出现超混沌态. 在
非连续线性耦合下,受控的响应系统为

dy1/dt = ay1 − y2 − y3 + kp(t)(x1 − y1),

dy2/dt = y1 −by2,

dy3/dt = (y1 − cy3 − y4)/µ,

dy4/dt = (y3 −d(y4 −1)H(y4 −1))/ε, (2)

其中系数 k是耦合强度, p(t)为开关函数,决定控制
器是否工作. 在研究同步问题前, 首先定义两个系
统对应的误差变量为 ei = xi − yi (i = 1,2,3,4),对应
系统误差变量的演化为

de1/dt =ae1 − e2 − e3 − kp(t)e1,

de2/dt =e1 −be2,

de3/dt =(e1 − ce3 − e4)/µ ,

de4/dt =(e3 −d(x4 −1)H(x4 −1)

+d(y4 −1)H(y4 −1))/ε. (3)

构造正定的李亚普诺夫函数如下:

V =exp[0.5Ae2
1 +0.5Be2

2 +0.5Ce2
3

+0.5De2
4 +

∫
f (t)dt]> 0, (4)

其中 A, B, C, D, f (t)分别为待定的正系数和函数,
根据李亚普诺夫稳定性理论,求解李亚普诺夫函数
(4)对时间导数负定的条件如下:

dV/dt =V [Ae1ė1 +Be2ė2 +Ce3ė3 +De4ė4 + f (t)]

=V [Aae2
1 −Ae1e2 −Ae1e3 −Aakp(t)e2

1

+Be2e1 −Bbe2
2 +

C
µ

e3e1 −
cC
µ

e2
3 −

C
µ

e3e4

+
D
ε

e4e3 +
dD
ε

e4(−(x4 −1)H(x4 −1)

+(y4 −1)H(y4 −1))+ f (t)]. (5)

为确保 (5)式恒定为负,可选择恰当的系数 A, B, C,
D, f (t),消除掉交叉项,如

B =A =C/µ = D/ε;

f (t) =Ade4[(x4 −1)H(x4 −1)− (y4 −1)H(y4 −1)]

+Aa(kc −1)e2
1 −Ae2

4, (6)

其中参数 kc 为单向线性耦合下实现同步所需要的

临界耦合强度,根据 (6)式, (5)式可以简化为

dV/dt =V [−Aakp(t)e2
1 −Abe2

2 −Ace2
3

−Ae2
4 +Aakce2

1]

=V [−Aa(kp(t)− kc)e2
1 −Bbe2

2

−Ace2
3 −Ae2

4]. (7)

为简单起见,如果在 (4)式中选取 A = 1,则 (4), (7)
式进一步可简化为

V =exp[0.5e2
1 +0.5e2

2 +0.5µe2
3

+0.5εe2
4 +

∫
f (t)dt]> 0;

f (t) =de4[(x4 −1)H(x4 −1)− (y4 −1)

×H(y4 −1)]+a(kc −1)e2
1 − e2

4, (8)

dV/dt =V [−a(kp(t)− kc)e2
1 −be2

2 − ce2
3 − e2

4]. (9)

(9)式表明,选择恰当的开关函数和耦合强度,则可
以使得李亚普诺夫函数 (4)或者 (8)稳定收敛,根据
李亚普诺夫稳定性理论可以判定两个超混沌系统
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逐渐达到同步.其中临界耦合强度 kc取决于系统本

身以及开关函数 p(t), 从数值计算角度看, 这可以
通过计算响应系统的最大条件李亚谱诺夫指数小

于零来获得这个临界耦合强度,通常这个临界耦合
强度要比连续 (p(t) = 1)单向线性耦合实现同步所
需要的临界耦合强度大一些.
下面分析开关函数的形式和条件选择问题,系

统 (1), (2) 在没有外界控制的情况下, 系统变量在
有限的相空间演化,两个系统对应变量的误差序列
在一定阶段内有可能是自然收敛的,那么在此阶段
就可以不对系统 (2)进行连续控制.实际上,对系统
(2)反馈控制一个时间段后,会驱使系统 (2)输出变
量逐渐逼近系统 (1)的对应变量,关闭控制器后,前
阶段的控制可使得系统 (2)在没有控制情况下继续
靠近系统 (1)的轨道. 即就是,对系统 (2)打开控制
器工作一段时间后关闭控制器, 让系统 (2)自由演
化一段时间, 然后再打开控制器. 关键是控制器的
开/关时刻如何确定问题,一种简单的方法就是让开
关函数在 Ta 时间段内打开控制器,然后在 Tb 时间

段内关闭, 如此反复, 在一定的耦合强度下两个系
统则可以实现完全同步.即将两个系统耦合同步分
为两个阶段, 一个是非耦合阶段, 两个系统误差自
然收敛称为自治相,另一阶段两个系统在耦合作用
下相互靠近, 误差受迫收敛称为控制相. 文献 [26]
利用矩阵稳定性理论讨论了两个超混沌系统在间

歇线性耦合方法实现同步的问题,设控制器作用于
系统的持续时间间隔为 Ta(控制同步相阶段),控制
器对系统无作用的时间间隔为 Tb(自治相阶段),那
么任意时刻 t 控制器的开关 (第一类矩形波函数)
可以采用如下形式:

p(t) =


1, (n−1)Ta +(n−1)Tb,

6 t 6 nTa +(n−1)Tb,

0, nTa +(n−1)Tb < t < nTa +nTb,

n = 1,2,3,4,5, · · · (10)

即控制器由一个非等间隔的矩形波函数来控

制 (控制 — 不控制 — 控制 — 不控制 · · · ), 若当
Tb = Ta = T0时,该开关函数即简化为我们常见的等
幅度等间隔方波函数 (第二类方波函数), 如 (控制
—不控制—控制—不控制 · · · ):

p(t) =

 1, 2(n−1)T0 < t 6 (2n−1)T0,

0, (2n−1)T0 < t 6 2nT0,

n = 1,2,3,4,5, · · · (11a)

或者 (不控制—控制—不控制—控制—不控制
· · · )

p(t) =

 0, 2(n−1)T0 < t 6 (2n−1)T0,

1, (2n−1)T0 < t 6 2nT0,

n = 1,2,3,4,5, · · · (11b)

从 (9)式来看,在控制同步相阶段由于 p(t) = 1,控
制器持续工作一段时间 Ta,在恰当的耦合强度下李
亚普诺夫函数 (4)或者 (8)稳定收敛,使得两个系统
对应变量的误差减小, 系统对应变量相互逼近. 在
无控制器工作阶段 (自治相阶段),可以构造类似李
亚普诺夫函数为

V =exp[0.5e2
1 +0.5e2

2 +0.5µe2
3

+0.5εe2
4 +

∫
g(t)dt]> 0;

g(t) =de4[(x4 −1)H(x4 −1)− (y4 −1)H(y4 −1)]

−ae2
1 − e2

4. (12)

无控制器作用下李亚普诺夫函数变化为

dV/dt =V [−be2
2 − ce2

3 − e2
4]< 0, (13)

即两个系统的对应误差函数被约束在一定范围内,
避免大幅度增加和轨道偏离,即误差函数在一定程
度上收敛,但不严格收敛到零而是处于一个有限值
范围内. 因为在相邻的上一控制阶段, 在控制器的
直接作用下, 系统 (2)逐渐逼近系统 (1), 在断开控
制器的前一时刻,相当于重新给系统 (2)赋予了一
组新的比较靠近系统 (1)轨道的初始值;由于系统
输出的误差 e1 是有限值, 在无控制阶段内 (12) 式
的误差函数也有一定的上限,在下一个控制阶段内,
系统误差进一步被衰减,使得响应系统轨道逼近驱
动系统, 如此反复控制下, 两个系统则可以实现完
全同步.在数值计算中方波开关函数 (11)的实现可
以通过取整函数 int(∗)和取余函数 mod(∗∗, 2)来实
现, 如 int(t/T0) 的值为奇数时, 该时间段内控制器
开启,而当 int(t/T0)的值为偶数时,控制器关闭,那
么就相当于用一个等幅度脉冲信号或者方波信号

来决定控制器的开关. 类似的, 在数值计算中矩形
波开关函数 (10) 也可以通过取整函数 int(∗) 来实
现,如在

(Ta +Tb)× int[t/(Ta +Tb)]6 t

6(Ta +Tb)× int[t/(Ta +Tb)]+Ta,

控制器工作,在

Ta +(Ta +Tb)× int[t/(Ta +Tb)]< t
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<(Ta +Tb)× int[t/(Ta +Tb)]+Ta +Tb,

控制器则关闭 (反之亦然).
在实际电路中,电压通常为容易测量的物理量,

这里以系统第一输出变量为例来说明控制器开关

时刻的选择问题. 从动力学控制角度来看, 设任意
时刻第一变量误差为 e1(t), 前一时刻第一变量误
差为 e1(t −∆t),其中 ∆t 为时间间隔.如果任意时刻
e1(t)恒定小于前一时刻 e1(t −∆t),那么就不需要连
续控制,否则,控制器需要打开. 但从实验角度来看,
对两个系统输出的时间序列差进行实时判断来调

整控制器的 “停”, “控”具有一定的难度，因此在这
里不再讨论.
显然, 要控制同步过程有两个关键参数需要

选择, 一个是耦合强度, 一个是控制时间段的周期
T0(Ta)值的确定. 选择恰当的耦合强度和控制周期
间隔 T0,使得在比较小的控制代价下达到超混沌系
统的同步.这里以计算控制器的能耗大小作为标准
来确定耦合强度和周期间隔 T0,定义无量纲方程下
的控制器平均能耗为

∆Ē =
1
T

∫ t1+T

t1
|kp(t)(x1 − y1)|dt, (14)

其中 t1 为控制器开始工作的时刻, T 为计算所用的

暂态时间. 一般而言,反馈强度越大,达到控制目标
所需要的时间相对比较短, 但根据 (14)式知, 控制
器能耗也和耦合强度有关. 因此, 选择恰当的耦合
强度对于降低控制器的能耗至关重要,这可以通过
数值计算来确定.
为了分析两个系统的同步程度,定义两个系统

的误差函数为

θ(e1, e2, e3, e4) =
4

∑
i=1

e2
i , ei = xi − yi. (15)

如果两个系统达到了完全同步,则误差函数随着时
间的演化将逐渐衰减为零.

3 数值计算和分析

在数值计算中采用四阶龙格-库塔方法,积分中
时间步长 0.001, 两个系统的参数都选择在超混沌
区域,任意选择的初始值分别为 (0.5, 0.6, 0.7, 0.8),
(1, 1.5, 2.0, 2.5). 为了方便对比和计算,可通过计算
响应系统条件李亚普诺夫指数小于零或者饱和增

益法 (逐渐增加耦合强度)来确定耦合同步所需要

的临界耦合强度 kc. 这里先讨论第二类开关函数如
(11a) 式作用下, 即线性控制器在等间隔方波信号
调节下两个超混沌系统的同步问题,首先通过大量
数值计算来分析耦合强度 k和方波间隔周期 T0 对

同步过程的作用问题,图 1给出了耦合强度 k和方

波间隔周期 T0 相空间上的响应系统两个最大李亚

谱诺夫指数分布图.

图 1 控制器在不同耦合强度和方波间隔周期 T0 下,响应系
统两个最大李亚普诺夫指数在二参数空间的分布

图 2的结果表明,只要耦合强度大于一定的临
界值 (约 0.5),方波类型的开关函数 (11a)式的间隔
T0 可以在很大范围内选取间隔周期,两个超混沌系
统仍然可以达到稳定同步.在耦合强度相对比较小
的情况下,方波形式的开关函数的间隔周期不能选
取太小, 否则系统就不能达到同步. 为了直观了解
方波间隔周期的值对同步的影响,我们选取了耦合
强度 k = 0.6 时, 不同方波间隔周期下两个系统的
误差演化,计算结果见图 2.
图 2的结果表明,在耦合强度超过临界值情况

下, 开关函数如果选择比较大的方波间隔周期 T0,
则使得两个超混沌系统能在更短的暂态周期下达

到完全同步,如果开关函数的方波间隔周期小于临
界值约 (T0—2.2),那么两个超混沌系统就不能达到
同步,控制器的平均能耗也就相对比较大.
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图 2 耦合强度 k = 0.6,不同方波间隔周期 T0 下误差函数 (15)式的演化 (a),和 1000时间单位内控制器的平均能耗 (b),驱动-响应
系统在单向非连续线性耦合下四个最大李亚普诺夫指数随方波间隔周期 T0 的变化关系 (c). 其中 λ1, λ2 是驱动系统的两个最大李亚

普诺夫指数, λ3, λ4 是响应系统的两个最大李亚普诺夫指数,数值计算中采用随机初始值

以上研究了一种方波开关函数控制下单向线

性耦合同步问题, 可以看到在一定的耦合强度下,
方波开关函数可以实现两个超混沌系统的同步,且
同步暂态过程比较长. 我们进一步验证了第一类矩
形波开关函数实现单向线性非连续同步问题.为了
简单验证该方法的可靠性,我们分别计算了不同耦
合强度下, Ta—-Tb参数空间内响应系统两个最大李

亚普诺夫指数的空间分布,数值计算结果见图 3.
图 3 的结果表明, 在一定的耦合强度下, 选择

恰当的矩形波间隔 Ta, Tb, 响应系统的最大条件李
亚普诺夫指数将小于零, 两个系统逐渐达到同步.
另一方面,在比较大的耦合强度下,矩形波间隔 Ta,
Tb 可以在更大范围内选取比例,使得两个超混沌系

统达到完全同步. 同样, 我们在图 3 的参数空间选
择几组矩形波间隔 Ta, Tb 开调节开关函数和控制

器,来验证当 Ta, Tb 选择同步区域的数值时,两个超
混沌系统是否能达到同步,这里就省略了数值模拟
结果.我们进一步计算了控制器在 (10)式控制下的
同步区域分布和控制器平均能耗,数值计算结果见
图 4和图 5.
在计算同步区域过程中,从 900时间单位开始

判断, 如果误差函数 (15)式的值如果小于 0.00001
则判定系统为同步状态, 标记为 1, 否则为不同步
态,标记为 0. 可以看到图 4的分布结果和图 3(c)的
分布状况相似. 我们进一步计算了该耦合强度下的
控制器的平均能耗,数值计算结果见图 5.
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图 3 不同的耦合强度下,在调节控制器的开关函数选取不同的开/关时间间隔下,响应系统最大李亚普诺夫指数的分布.图中红色线近似区
分了同步和非同步区域的分界位置, Ta—Tb 的变化范围为 [0.1,5]

图 4 耦合强度 k = 0.6,调节控制器的开关函数选取不同的
开/关时间间隔下,同步区域和非同步区域分布

图 5 耦合强度 k = 0.6,调节控制器的开关函数选取不同的
开/关时间间隔下,控制器在 1000时间单位内的平均能耗分布

图 5的分布状况和图 4,图 3(c)的分布相似,且
同步区域中控制器对应的平均能耗相对比较小,原
因在于系统达到同步后,控制器关闭,能耗为零.
以上分析了线性控制器被两类不同开关函数

调节下, 两个超混沌系统同步问题. 通过构造指数
型李亚普诺夫函数和稳定性分析,以及计算响应系
统的条件李亚普诺夫指数分布等手段可以确定两

个超混沌系统达到完全同步的参数条件范围.相对
而言,比较大的耦合强度可以缩短达到同步的暂态
时间, 但控制器消耗的平均功率也比较大. 相比连
续控制,非连续或者间歇控制下控制器消耗能量相
对很小,在实验上也有可操作性. 另一方面,虽然基
于常规的李亚普诺夫函数方法可以得到其他类型

的控制器来实现自适应同步,但控制器的形式一般
比较复杂, 在电路实验上实现相对复杂. 最后讨论
下该方法对其他动力系统同步控制的可行性问题,
如前分析,构造指数类型的李亚普诺夫函数过程与
驱动-响应系统对应变量误差函数有关,对于确定性
微分方程描述的动力学系统都可以采用如上方法

来分析和验证. 对于一些包含乘积类型 (如 xix j ,其
中 xi, x j 都是系统的变量)的动力学系统,构造的指
数类型李亚普诺夫函数一般同时包含对应误差函

数的乘积项 (如 eie j, ei = xi − yi, e j = x j − y j 都是系

统对应变量的误差). 对于一些包含多卷吸引子的
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系统 [30−42],如通常利用非线性分段函数 (动力系统
方程中非线性函数有多段或者多个斜率)来控制系
统产生多卷混沌吸引子,利用如上方法也可以实现
线性耦合同步控制. 另外, 在研究规则振子网络同
步控制问题中,网络结点之间一般满足最近邻连接,
网络结点之间通常采用线性耦合方式如神经元网

络中的间隙连接 (gap junction)方式,利用本文以上
讨论结果,可以探索网络振子在间歇性线性耦合实
现同步问题, 这对实验上模拟大量振子, 如振荡电
路,的同步可能具有参考意义.

4 结 论

通过构造指数型的李亚普诺夫函数,严格证明

了单变量线性耦合在非连续控制下可以实现两个

超混沌系统的完全同步.讨论了该线性控制器被两

类开关函数调节下两个超混沌系统的同步问题.第

一类开关函数是一个等幅但不等间隔的矩形函数,

控制器在一个周期段 Ta段工作,而在相邻的周期段

Tb 关闭,研究发现,在恰当的耦合强度 k,间隔周期

Ta, Tb 下,两个超混沌系统也可以达到稳定同步.第

二类开关函数是一个等幅度等间隔的方波函数,该

开关函数等间隔的打开和关闭,研究发现在恰当的

间隔周期和耦合强度下两个超混沌系统可以达到

稳定同步.定义了无量纲的能耗函数来计算控制器

能耗对耦合强度的影响.进一步的数值计算结果验

证了理论分析的可靠性.
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Abstract
Based on the Lyapunov stability theory, it is confirmed that complete synchronization can be realized under intermittent linear

coupling. The linear controller is selected as ‘stop’ or ‘on control’ by using a switch function; while the first switch function is realized
by using a rectangular wave with the same amplitude, and the controller turns on/off in the peiod Ta, Tb alternately. The second switch
function is adjusted by a square wave with the same amplitude, and the interval period is marked as T0. At first, a class of exponential
Lyapunov function is designed to discuss the reliability and possibility of complete synchronization induced by indirectional linear
coupling when the controller is adjusted by two types of switch function. The averaged power consumption of controller within a
transient period is defined to measure the cost and efficiency of this scheme. In numerical studies, for the case of first switch function
(rectangular wave), the distribution of the largest conditional Lyapunov function for the response system is calculated in the two-
parameter space for interval period Ta vs. Tb, the synchronization area vs. nonsynchronization area, the distribution of averaged power
consumption in the parameter space Ta vs. Tb. It is also confirmed that complete synchronization can be reached at appropriate Ta,
Tb, and coupling intensity. In the case of the second switch function, the distribution of the largest conditional Lyapunov function for
the response system is calculated in the two-parameter space for coupling intensity k vs. interval period T0, and the series of error
function and averaged power consumption. It is found that complete synchronization can be realized at appropriate coupling intensity
and interval period T0. It is also found that the averaged power consumption of controller within a transient period can reach a smallest
value at an appropriate coupling intensity. Numerical results are consistent with the theoretical analysis.
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