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一个简单延迟非线性系统的动力学行为及混沌同步*
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分析一个简单二阶延迟系统的 Hopf分支和混沌特性,包括分支点、分支方向和分支周期解的稳定性,解析求

出退延迟情况下,这个系统的相轨线方程;通过数值计算并绘制分岔图,揭示系统存在由倍周期通向混沌的道路;利

用单路线性组合信号,反馈控制实现系统的部分完全同步;利用主动 -被动与线性反馈的联合,实现系统的完全同

步;设计和搭建系统的电子实验线路,并从实验中观测到与理论分析或数值计算相一致的结果.
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1 引 言

许多随时间演化的系统其内部物质相互作用

或输运过程中存在着时间延迟 (时滞)现象 [1−5],即
刻画系统动力学方程中,其状态变量不仅与当前有
关, 而且还与历史有关, 通常这类方程称为时滞微
分方程 [6,7]. 与微分方程不同的是: 时滞微分方程具
有无穷维数;即便这类方程只有一个变量且只是一
阶的它也会出现振荡现象, 若系统是非线性的, 则
一阶时滞方程还可能呈现诸如极限环、倍周期分

岔和混沌等丰富的动力学行为 [8−12]. 而在微分方
程描述的非线性自治系统中,至少要 3阶或 3阶以
上的系统才可能出现上述现象. 从实际应用上, 利
用混沌信号的伪随机性和混沌系统间的可同步性,
将混沌用于加密或保密通讯已成为相关领域研究

的热点. 大量的研究表明, 低维混沌用于信号加密
存在被破译的可能,高维混沌则具有较强的抗破译
能力. 正是离散或连续的延迟混沌系统具有高维的
特征,也被用于同步加密方面的研究 [13−15]. 从实际
系统中提供的延迟非线性模型是十分有限的,而且
有些延迟系统也不易于在电路实验中实现,利用电
子器件自身的非线性伏安特性或由若干器件构建

具有非线性伏安特性函数, 建立状态方程简单, 但

动力学行为丰富的延迟系统,这在实际应用中是有

意义的.

2 具有平方项的二阶延迟电路的分岔
和混沌特征

具有平方项的二阶延迟电路如图 1示 [16,17],经

标度变换后,其对应的状态方程可写为

ẋ =−ay,

ẏ = bx+ y2 − cy(t − τ). (1)

这里

a = 1+
R5

R
, b =

R
R1

, c =
R
R3

,

t → t
R0C0

, τ =
τd

R0C0
.

实验中取 R0 = 62 kΩ, C0 = 0.01µF, R = 10 kΩ, R1 =

5.56 kΩ, R2 = 1.0 kΩ, R4 = 31.5 kΩ, R5 = 8.0 kΩ,和

τd = 0.62 ms,相当 a = 1.8, b = 1.8, τ = 1.0. 延时采

用级数 N 可调节的 π型 LC低通滤波器级联. 实验

中以 R3 为可调参量,即对应着方程 (1)中的参量 c.
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图 1 具有平方项的二阶延迟电路系统

从实验的角度, 若以延迟时间作为可变参量,
则要增加或减少 π型 LC 低通滤波器级联个数,这
就要重新调整低通滤波器其幅频和相频特性与系

统频率的配给条件,实验过程较繁琐. 简单的方式
是选择电路中的某个电阻,这也就是我们选择参量
c即电阻 R3 作为可调参数的原因.实验中,将电阻
R3 值由大至小的变化过程中, 从示波器的屏幕上,
依次可观察到电路由倍周期分岔通向混沌的道路

等丰富的动力学行为.

3 Hopf分支的存在性、分支方向和分
支周期的稳定性

3.1 Hopf分支的存在性

延迟方程 (1)的唯一定态点是 O = (0,0),在点
O附近,对方程 (1)线性展开,特征方程为

λ 2 +λce−λτ +ab = 0. (2)

令 λ = iω ,分离实部、虚部,有

ab−ω2 + cω sin(ωτ) = 0,

cω cos(ωτ) = 0, (3)

或

ω4 − (2ab+ c2)ω2 +a2b2 = 0. (4)

由 (3)式中的第二式,得

ωk =
1
τ

(
π

2
+2kπ

)
, k = 0,1,2 · · · (5)

联立 (4), (5)式,并分别将 a, b和 τ 值代入,求得

ω0 = 1.5552, c0 =−0.5280. (6)

对 (2)式中的参量 c求导,有

λ ′ =
dλ
dc

=
λ e−λτ

−2λ − ce−λτ + cλ e−λτ τ
, (7)

其实部为

Re(λ ′(c0)) =−0.0926 ̸= 0. (8)

根据 Hopf 分支理论, 方程 (1) 将在 c = c0 =

−0.5280处,产生 Hopf分支.

3.2 Hopf 分支方向及分支周期解的稳
定性

做如下变换 t = sτ ,再令 t = s,系统 (1)等价于

ẋ =−τay,

ẏ = τ{bx+ y2 − cy(t −1)}. (9)

令 c = c0 +µ ,当 µ = 0时,方程 (9)发生 Hopf分支.
对任意的连续函数 ϕ ∈C1,令

Lµ ϕ = τBϕ(0)+ τCϕ(−1)

和

F(µ,ϕ) =

 F1(µ,ϕ)

F2(µ,ϕ)

 ,

这里

B =

 0 −a

b 0

 ,

C =

 0 0

0 c

 , F2(µ ,ϕ) = τy2
t .

根据 Riesz 表象理论, 存在有界变差函数
η(θ +µ), θ ∈ [−1,0],使得

Lµ ϕ =
∫ 0

−1
η(θ +µ)ϕ(θ).

选择

η(θ +µ) = τBδ (θ)+ τCδ (θ +1),

其中 δ 为 Dirac函数. 对 ϕ ∈C1([−1,0],R2),定义

A(µ)ϕ =


dϕ(θ)

dθ
, −1 6 θ < 0,∫ 0

−1
dη(s,µ)ϕ(s), θ = 0,

(10)

Rϕ =

 0, −1 6 θ < 0,

F(µ,θ), θ = 0,
(11)

则

ut = A(µ)ut +R(µ)ut . (12)
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这里

ut = u(t +θ),θ ∈ [−1,0].

对 φ ∈C([0,1],(R2)∗),定义

A∗φ(s) =


− dφ(s)

ds
, 0 < s 6 1,∫ 0

−1
dηT(t,0)ϕ(−t), s = 0,

(13)

A∗是 A的共轭.定义内积

⟨φ,ϕ⟩=φ̄(0)ϕ(0)−
∫ 0

−1

∫ θ

ξ=0
φ̄(ξ −θ)

×dη(θ)ϕ(ξ )dξ , (14)

其中 η(θ) = η(θ ,0). 计算 A(A∗)对应特征值 iω0τ
(−iω0τ)的特征向量 q(θ)(q∗(s)),得

q(θ) =
(

1,
−iω0

a

)T

e iω0τθ ,

q∗(s) = D
(

1,
−iω0

b

)
e iω0τs, (15)

其中 θ ∈ [−1,0]s ∈ [0,1].

令 r =
−iω0

a
, r∗ =

−iω0

b
, 由 ⟨q∗,q⟩ = 1,

⟨q∗, q̄⟩= 0,有

D =
1

1+ rr̄∗− τce−iω0rr̄∗
. (16)

参照文献 [12]的计算方法,得到

g20 =2τD̄r̄∗r2 =−0.1617−0.7092i,

g11 =τD̄r̄∗rr̄ = 0.0808+0.3546i,

g02 =2τD̄r̄∗r̄2 =−0.1617−0.7092i, (17)

g21 =2τD̄r̄∗r
(
− ig11

ω0τ
q(0)e iω0τθ

+
iḡ11

3ω0τ
q̄(0)e−iω0τθ +E2

)
+ τD̄r̄∗r̄

(
ig20

ω0τ
q(0)e iω0τθ

+
iḡ02

3ω0τ
q̄(0)e−iω0τθ +E1 e2iω0τθ

)
,

这里

E1 = [2iω0τ − τ
∫ 0

−1
e2iω0τθ dη(θ)]−1 · fz2 ,

E2 =−[τ
∫ 0

−1
dη(θ)]−1 · fzz̄.

由上述结果,可分别求得

C1(0) =
i

2ω0

(
g11g20 −2|g11|2 −

|g20|2

3

)
+

g21

2

= 0.0357−0.0652i

µ2 =
−Re(C1(0))
Re(λ ′(c0))

= 0.3855,

β = 2Re(C1(0)) = 0.0714,

τ2 =− Im(C1(0))+µ2Im(λ ′(c0))

ω0
=−0.0588,

T =
2π
ω0

[1+ τ2ε2 +O(ε4)]

= 4.040[1−0.0588ε2 +O(ε4)], (18)

其中 ε 为一个小量

ε2 = (c− c0)/µ2 +O(c− c0)
2

= 2.5940(c+0.5280)+O(c− c0)
2.

因为 µ2 = 0.3855 > 0, β = 0.0714 > 0 和 τ2 =

−0.0588 < 0, 所以在 c > c0 = −0.5280 的邻域内,
方程 (1)存在不稳定的周期解,即不稳定的极限环,
且分支的周期是逐渐减小的. 图 2给出系统不稳极
限环的演化过程: (a)为数值计算结果, c =−0.5280,
初值 x = 0.1, y = 0.01; (b)为实验结果,初值 x = 0,
y = 0.2 V.

图 2 不稳定极限环
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根据上述关于分支方向的结果,存在 c = 0的
情况,这时方程 (1)将化成

ÿ =−aby+2yẏ. (19)

它的定态点 O = (0,0) 为一中心. 在 O 点的邻域
内, 选取不同初值, 系统轨道的半径也不同. 从方
程 (19), 我们可以解析地求得系统相轨线方程. 令
dy
dt = υ ,则

dυ
dt

=
dυ
dy

dy
dt

= υ
dυ
dy

=−2y
(

ab
2

−υ
)
. (20)

分离变量并积分,得

υ +
ab
2

ln
(

ab
2

−υ
)
= y2 +C1. (21)

设初始条件为 υ = υ0, y = y0, x = x0,它们满足
y2

0 +bx0 = υ0, C1 由

υ0 +
ab
2

ln
(

ab
2

−υ0

)
= y2

0 +C1

确定.
还可将 (21)式,写成

υ =−C2 e−
2x
a +

ab
2
, (22)

这里C2 = e
2
abC1 > 0. 又由

υ =
dy
dx

dx
dt

= (−ay)
dy
dx

=−C2 e−
2x
a +

ab
2

分离变量并积分,得

y2 =−C2

2
e−

2x
a − b

2
x+C3. (23)

在 x = 0的邻域内,对 e−
2x
a 泰勒展开, 保留到平方

项,得

y2 =−C2

2

(
1− 2x

a
+

2x2

a2

)
− b

2
x+C3.

简化后,有

y2

B2 +
(x− k)2

A2 = 1, (24)

其中 k =
a2

4

(2C3 −ab
aC3

)
, A2 = B2a2/C3和 B2 =C4 +

C3

a2

(
k2 − a2

2

)
. 只有当 C3 ≈ a2 时,轨线族接近于圆.

一般情况下,轨线族均为椭圆.

3.3 倍周期分岔通向混沌的道路

沿着 c > c0 的方向,绘制分岔图,如图 3所示,
可知系统 (1)存在由倍周期通向混沌的道路. 图 4
所示的混沌吸引子,其结构与实验十分接近.

图 3 系统 (1)的分岔图

图 4 数值计算 (a)和实验观测 (b)的混沌态 (a) c = 0.43; (b)
R3 = 23 kΩ

4 混沌同步

4.1 单路线性组合信号反馈实现部分
同步 [18,19]

系统 (1)作为发送系统,令 x1 = x, x2 = y,有

ẋ1 =−ax2,
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ẋ2 = bx1 + x2
2 − cx2(t − τ), (25)

单路发送信号为 u = KT · x = k1x1 + k2x2, 其中
x = (x1x2)

T, K 为常数列矢量, T 为转置算符. 接
收系统为

ẏ = F(y(t),y(t − τ))−B(v−u), (26)

式中 v = KT · y = k1y1 + k2y2, B = (B1,B2)
T. 具体地

ẏ1 =−ay2 − [B1k1(y1 − x1)+B1k2(y2 − x2)],

ẏ2 =by1 + y2
2 − cy2(t − τ)

− [B2k1(y1 − x1)+B2k2(y2 − x2)]. (27)

令 e = y− x,联立 (25)和 (27)式,得

ė1 =−ae2 − (B1k1e1 +B1k2e2),

ė2 =be1 +(y2 + x2)e2 − ce2(t − τ)

− (B2k1e1 +B2k2e2). (28)

若 B = (B1,B2)
T = (1,B2)

T 和 KT = (k1,−a),则

ė1 =−k1e1.

只要 k1 > 0, 则当 t → ∞1 时, 必有 e1 → 0, 即系统
(25)和 (27)至少存在部分同步.

我们设计了实现单路线性组合信号反馈同步

混沌的实验电路, 如图 5所示. 虚线框中的各电阻
值与图 1 中相应位置的电阻取值相同, 虚线框外
为同步控制电路部分,方框表示由运放构成的差动
减法电路, 各电位器的取值分别为: Rw1 = 124 kΩ,
Rw2 = 34.44 kΩ, Rw3 = 20 kΩ, Rw4 = 5.56 kΩ. 实验
结果如图 6所示. 其结果验证了理论分析的正确性.

图 5 单路线性组合信号反馈同步混沌的实验电路

图 6 实验观测到的 x1(t)(上图) 和 y1(t)(下图) 随时间演化的
结果

4.2 主动-被动联合信号反馈同步 [20−22]

以 x2
2 + kx2 作为单一驱动信号,接收系统为

ẏ1 =−ay2,

ẏ2 = by1 + x2
2 − cy2(t − τ)− k(y2 − x2). (29)

联立 (25)和 (29)式,得

ė1 =−ae2, ė2 = be1 − ce2(t − τ)− ke2. (30)

对应的特征方程是

λ 2 +(c+ k)λ eλτ +ab = 0. (31)

利用W 函数 [23],可得到特征方程 (31)所有根实部
为最大的根随反馈参量 k 变化的关系, 如图 7 示.
根据计算结果可知: 当 k > 0.33, 实部最大的根小
于零. 也就是说方程 (30)的解为渐进稳定的. 系统
(25)和 (29)是同步的.

图 7 W 函数与 k的关系, c = 0.43

我们设计的实验电路, 如图 8所示. 虚线框中
的各电阻值与图 1 中相应位置的电阻取值相同,
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虚线框外为同步控制电路部分, 电位器的取值为
Rw = 20 kΩ.

图 8 同步电路的实现

图 9 实验观测到的同步结果 (a) x1(横轴) 与 y1 的相图; (b)
x2 (横轴)与 y2 的相图

实验结果与理论分析的结果是一致的.
考虑到在实际应用中发送和接收系统的元件

参数很难达到完全相同,这将导致两系统间存在参

数失配,从而影响系统同步的质量. 为简单起见,我
们仅考虑在用上述两种方法实现混沌的同步中,接
收系统的参量 a 与发送系统的同一参量失配且为
a±∆a,这里 ∆a为失配参量的大小. 数值计算结果
如图 10所示,图 10(a)和 (b)分别为用线性组合信
号的反馈方法和主动-被动联合信号的反馈方法,得
到的失配参量与反馈强度的关系.由图 10可见:根
据同步精度的要求, 在一定的失配参量范围内, 两
种方法都可以保证系统达到同步; 反馈强度越大,
且失配量越小,则同步的精度越高;反之则越低;两
种同步方法比较,在相同的失配量和反馈强度的条
件下,后一种方法的同步精度要高于前一种同步方
法的同步精度.

图 10 参数失配对同步过程的影响

5 结 论

本文从理论分析结合数值计算到实验设计和

观测,较全面地研究了仅有一个非线性项为平方形
式的二阶延迟系统,它呈现的十分丰富的动力学行
为,以及在混沌同步上的利用. 需要特别指出的是:
在通常的理论分析中,一般都会选择以延迟时间 τ
作为参数量,但真正用模拟电子线路实现这一系统,
要改变延迟时间,意味着线路结构要有局部的变动,
例如要增加或减少 LC 低通滤波器的级联数,同时
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还要重新调整低通滤波器与系统频率的匹配关系,
以达到精度要求. 上述讨论选择是与电路中某些电
阻对应的参数, 在实验精度得以保障的同时, 也将

使实验过程更为简单易实现.

作者感谢张晓明博士在完成本工作过程中给予的帮助.
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Abstract
Hopf bifurcation and chaotic properties of a simple second order time-delayed system, which includes bifrucation point, bifur-

cation direction and the stability of bifrucating periodic solutions, are analyzed. We obtain analytically the phase trajectory equations
when the delay degenerates. Furthermore, through bifurcation diagram drawn by means of numerical simulation, the route from period-
doubling bifurcation to chaos is reaveled; using single linearly combinating signals and the feedback control method, we achieve partial
synchronization of the system. Combining the active-passive method with the linear feedback method, we have realized complete syn-
chronization. In addition, we have designed and built an electronic experimental line, from which the same result as the theoretical
analysis or numerical results are obtained.
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