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三个不同时间尺度的电耦合模型的组合簇放电*
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胰岛中间隙连接的胰腺 β细胞的簇放电行为对胰岛素分泌起着重要的作用. 本文利用了最小的 phantom簇放

电模型,研究两个电耦合胰腺 β细胞具有簇同步的组合簇放电,其膜电位表现出一个长簇和几个短簇组成的放电簇

集和振幅先减小后增大的小振幅阈下振荡的相互转迁. 在两个慢变量和快的膜电位的三维空间中,分别考虑了中慢

变量和慢慢变量作为分岔参数的多层次的快慢动力学分析,研究这两个时间尺度不同的慢变量如何共同或单独地

控制着这种组合簇放电的复杂动力学行为.特别地,探讨了耦合强度引起的组合簇放电的每个簇集中短簇个数变化

的内在机理.
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1 引 言

胰岛中胰腺 β 细胞的簇放电模型包括慢变量
和快变量, 且慢变量决定簇放电周期 [1−9]. 当两个

不同时间尺度的慢变量共同作用于快子系统时,三

个不同时间尺度的系统会产生复杂的组合簇放电,

其表现为几个簇构成的一个簇集和一个静息态之

间的相互转迁 [10−15]. 组合簇放电的周期由这些慢

变量共同决定, 比普通簇放电长很多, 因此主要负

责胰岛素的分泌.通常认为糖酵解振荡在组合簇放

电的产生中起着关键性作用 [10−13],例如最基本的

CK 放电模型和二维的自由糖酵解振荡模型的组

合 [10] 以及考虑线粒体参与糖酵解过程的模型的组

合簇放电模型 [11,12]. 随着数据逐渐积累以及要解

释的生物现象增多, 复杂的双振子模型 (DOM) [13]

把糖酵解的各种慢振荡模型和已有电活动模型结

合起来. 在这种复杂的程度下,由于慢变量数量大,

传统的快慢分析方法就变得难以利用了. 为了简化,

Bertram等 [14] 利用两个具有普遍生理意义的慢变

量作用于快放电的 phantom 模型 [15], 在一定的参

数设置下也能够产生组合簇放电,并通过最慢的慢

变量作为分岔参数的快慢动力学分析解释了簇集

的产生.

相比较单个细胞大多只能表现出快或不规则

的放电模式,胰岛中的胰腺 β细胞通过间隙连接的

电耦合作用的簇放电同步行为具有更强的鲁棒性,

能够更好地控制胰岛素的分泌 [16,17]. 并且, 所有

细胞的耦合能够减弱依赖于 ATP的 K+ 通道的噪

声 [17−19]. 结合实验中与胰岛素分泌密切相关的电

活动,文献 [20]考虑了两个具有不同的 K(ATP)通

道的随机打开比率的细胞在耦合强度作用下表现

出同步放电行为;在糖酵解振荡和放电模型结合的

双振子系统中 [21], 脉冲输入作用于慢的糖酵解过

程,引起膜电位的簇同步行为.然而,基于两个及两

个以上时间尺度不同的慢变量的多层次的作用以

及组合簇放电自身的复杂性,电耦合模型中的组合

簇放电更符合实际生理意义且是值得深入探究的

复杂动力学问题.本文利用了最小的 phamtom簇放

电模型 [15], 研究两个电耦合胰腺 β细胞的具有簇

同步的组合簇放电的复杂动力学行为. 事实上, 两

个不同时间尺度的慢变量共同作用而产生组合簇

放电,因此只考虑其中一个慢变量不足以全面解释

其复杂的动力学行为.我们需要研究与组合簇放电
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相关的一系列问题,包括: 什么驱动了每一个簇的
开始和结束? 又是什么决定了簇集中簇的形状?为
什么簇集中第一个簇能持续较长时间的放电尖峰,
而其他簇很快结束而形成了短簇? 耦合强度逐渐
增大的不同组合簇放电中什么决定了短簇个数的

逐渐减少? 另外,为什么小振幅的阈下振荡存在于
簇集之间的静息态,而不是存在于簇集中的各簇之
间? 我们在三维空间中,分别考虑了中慢变量和慢
慢变量作为分岔参数的多层次的快慢动力学分析,
研究这两个时间尺度不同的慢变量如何共同或单

独地控制着这种组合簇放电的产生. 特别地, 考虑
了耦合强度变化引起的组合簇放电的每个簇集中

簇的个数的改变的内在机理.

2 电耦合胰腺 β细胞的 phantom簇放
电网络模型

Bertram等人提出的最小 phantom簇放电模型
的重要特征是两个具有普遍生理意义的不同时间

尺度的慢变量作用于快子系统.本文通过引入电耦
合项,将最小的模型扩展到了通过间隙连接的两个
电耦合胰腺 β细胞网络模型,来研究耦合强度所诱
发的具有簇同步的组合簇放电的动力学行为.

dV1

dt
=− (ICa(V1)+ IKdr(V1,n1)

+ Ileak(V1)+ IK1(V1,s11)

+ IK2(V1,s12)+gc(V1 −V2))/Cm, (1)

dn1

dt
=[n∞(V1)−n1]/τn(V1), (2)

ds11

dt
=[s1∞(V1)− s11]/τs1 , (3)

ds12

dt
=[s2∞(V1)− s12]/τs2 , (4)

dV2

dt
=− (ICa(V2)+ IKdr(V2,n2)

+ Ileak(V2)+ IK1(V2,s21)

+ IK2(V2,s22)+gc(V2 −V1))/Cm, (5)

dn2

dt
=[n∞(V2)−n2]/τn(V2), (6)

ds21

dt
=[s1∞(V2)− s21]/τs1 , (7)

ds22

dt
=[s2∞(V2)− s22]/τs2 , (8)

其中, V 是膜电位, n 是延迟电流 IKdr 的激活变量;

快的钙离子流 ICa 和钾离子流 IKdr, 漏电流 Ileak 以

及两个慢的钾离子流 IK1 和 IK2; Cm 表示膜电容; gc

是耦合强度.

各个离子流表达式分别为

ICa = gCam∞(V )(V −VCa),

IKdr = gKdrn(V −VK),

Ileak = gleak(V −Vleak),

IK1 = gK1s1(V −VK),

IK2 = gK2s2(V −VK),

其中, VCa,Vleak 和 VK 是各电流的 Nernst电位,参数

gCa,gKdr,gleak,gK1 和 gK2 是最大电导.

平衡函数 m∞(V ), n∞(V ), s1∞(V )和 s2∞(V )具有

下面的形式:

x∞(V ) =
1

1+ e(vx−V )/sx
,

时间尺度函数 τn(V ) =
τ̄n

1+ e(V−vn)/sn
.

两个较大的时间常量 τS1 和 τS2 使得方程 (3),

(4), (7)和 (8)成为慢子系统. τS1 比 τS2 小很多导致

了两个慢变量的不同时间尺度,即 s11,s21 为中慢变

量, s12,s22 为慢慢变量. 模型中各参数的取值在表 1

中列出,文中的数值模拟和分岔图是利用Matlab及

XPPAUT软件包给出.

表 1 模型中各参数的取值

gCa/pS gKdr/pS gleak/pS gK1/pS gK2/pS VCa/mV VK/mV Vleak/mV vm/mV sm/mV

280 1300 25 21.2 15.5 100 −80 −40 −22 7.5

续表 1

vn/mV sn/mV τ̄n/mV vs1/mV ss1/mV vs2/mV ss2/mV τs1/ms τs2/ms Cm/fF

−9 10 8.25 −50 5 −40 15 1000 30000 4525
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3 耦合强度作用下的组合簇放电的复
杂动力学行为

3.1 耦合强度增大时的从快簇放电到组合
簇放电再到慢簇放电

在电耦合的两个胰腺 β细胞模型 (1)—(8)中,
我们不妨考虑参数 gK1 具有合理生物意义的取值

范围内电耦合强度 gc 引起的不同簇放电. 如图 1
中的 (gK1,gc)参数平面内,组合簇放电占据了很大
区域,当 gK1 取值在 21.3—21.7 pS时, 无论细胞是
否耦合组合簇放电都能够产生; 当 gK1 较小时, 增
大耦合强度引起系统从快簇放电转迁到组合簇放

电, 最终导致了慢簇放电. 例如, 未耦合的两个细
胞各自表现出如图 2(a) 的快的方波簇放电. 当电
耦合强度 gc 逐渐增大时, 膜电位 V1 和 V2, 中慢变
量 S11 和 S21 以及慢慢变量 S12 和 S22 逐渐同步,如
图 2(b)—(d)所示, 当电耦合强度 gc 分别为 2.5 pS,
3.3 pS和 4.1 pS时,组合簇放电中短簇的个数逐渐
减少直到无短簇的慢簇放电. 另外, 图 3的簇簇时
间间期 (IBI) 回归序列图可以看出, 两个相邻簇的
时间间隔几乎没有变化,但是簇簇间期的个数逐渐
减少,这就意味着短簇的个数是由所有这些短簇的
总体持续时间所决定的. 因此, 需要利用耦合系统
的快慢动力学分析来研究不同组合簇放电中短簇

的不同持续时间的内在机理.

图 1 gK1-gc 平面上不同放电模式出现的各个区域

3.2 电耦合引起的组合簇放电的多层次快
慢动力学分析

两个不同时间尺度的慢变量共同作用导致了

不同簇放电模式. 其中, 组合簇放电是较为复杂的

放电形式,其膜电位表现出一个长簇和几个短簇组
成的放电簇集和振幅先减小后增大的小振幅阈下

振荡的静息态的相互转迁. 在三维空间 S2 −S1 −V

中,将两个时间尺度不同的慢变量分别作为分岔参
数进行快慢动力学分析,研究耦合强度 gc = 2.5时
的组合簇放电的动力学行为.

在慢慢变量 S12 ≈ S22 其变化范围内取几个不

同值,对应的中慢变量 S12 ≈ S22 = S1作为快子系统

(1), (2), (5)和 (6)的分岔参数形成几条 Z形分岔曲
线,如图 4所示,其中由于 V1和 V2之间存在着一个

函数关系,所以只考虑的动力学行为. Z形分岔曲线
下支稳定的结点和中支的鞍点通过 fold分岔合并.
Z形曲线上支的超临界 Hopf分岔点 H1 和 H2 产生

的两个极限环分别与同相 (IP)支与反相 (AP)支对
应.随着分岔参数 S1 的增大,稳定极限环的振幅的
最小值和最大值形成了一个向下倾斜的 C形曲线,
随后极限环的振幅增大碰到 Z形曲线中支的鞍点,
经由鞍点同宿分岔而消失.对于组合簇放电簇集内
的每个簇,在 S1 的值较小时,经由 fold分岔下支和
中支合并消失,全系统 (1)—(8)的轨线 (红色)从稳
定的下支跳到稳定极限环而进入放电态. 随着 S1

的增加,稳定极限环的振幅逐渐增大形成了开始处
倾斜的形状, 然后经由鞍点同宿分岔, 簇结束轨线
返回到下支. 进一步, 当 S1 逐渐减少到 fold 分岔
点时,下支和中支合并轨线再次从稳定下支跳到稳
定极限环进入放电态. 因此, 簇集内各个簇之间的
时间间隔 (IBI)是由中慢变量 S1 决定的,能保持基
本不变.

中慢变量 S1 主要控制着簇集中每个簇的开始

和结束. 簇集中为什么只有第一个簇能持续较长时
间的放电尖峰, 而其他簇很快结束而形成了短簇?
最终簇集是怎样结束而进入静息态? 耦合强度逐
渐增大的不同组合簇放电中什么决定了短簇个数

的逐渐减少? 另外,为什么小振幅阈下振荡存在于
簇集之间的静息态,而不是存在于簇集中的各簇之
间? 这需要通过图 5的快慢动力学分析,其中慢慢
变量 S12 = S22 = S2作为由 (1), (2), (3), (5), (6)和 (7)
构成的快子系统的分岔参数. 在慢慢变量 S2 为分

岔参数的 Z 形分岔曲线上, H1 处产生的稳定极限

环经 BP分岔变得不稳定,这是与同相位周期解对
应的同相位 (IP)极限环,由 H2 产生的一个与反相

位周期解对应的反相位 (AP)极限环经历很长时间
经 TR分岔失稳. 当簇集中第一个簇沿着 S1 增加的

方向从前向后移动,直到图 4中的稳定极限环碰到
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S1 为分岔参数的 Z形分岔曲线中支上的鞍点即将
导致放电结束时,轨线恰好到达了图 5中 S2为分岔

参数的 Z形分岔曲线上支的稳定极限环.因此, 可
以利用图 5 中慢慢变量 S2 的快慢动力学分析, 探
讨长簇形成的内在机理. 随着 S2 值的增大,稳定极

限环经由 TR分岔变得不稳定, 因此 TR 分岔前存
在于 S2 很长区间内的稳定的反相极限环, 使得簇
集内第一个簇持续很多放电尖峰而形成长簇. 然而,
位于 TR分岔后 S2 区间的不稳定极限环处的其他

簇则不能持续变成短簇.

图 2 电耦合的两个胰腺 β细胞模型中,耦合强度 gc 分别为 0 (a), 2.5 (b), 3.3 (c)和 4.1(d)时的膜电位 V1 和 V2,两个慢变量 S11 和 S21,
两个更慢的慢变量 S12 和 S22 的时间历程图
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图 3 图 2中耦合强度 gc 分别为 0, 2.5, 3.3和 4.1的不同簇放电的簇簇间期回归序列图

图 4 (a)在三维空间 S1 −S2 −V 中,耦合强度 gc = 2.5时将中慢变量 S11 ≈ S21 = S1 作为分岔参数的快慢分析,这里经由两个 Hopf分岔
H1 和 H2 产生的极限环分别对应着同相 (IP,黄色)和反相 (AP,灰色)支; (b)是 (a)的放大图 (组合簇放电的轨线 (红色)叠加在分岔图上)

随着 S2 的进一步增大,图 5中 S2 为分岔参数

的不稳定极限环经由鞍点同宿分岔 HC消失,整个

放电簇集结束,系统轨线返回到了稳定下支的静息

态. 同时可得, 所有短簇的总体持续时间是由慢慢

变量 S12 = S22 = S2 作为分岔参数的 TR分岔点和

鞍点同宿分岔点 HC之间距离决定的. 当电耦合强

度增大时, 慢慢变量 S2 的 TR 分岔点和鞍点同宿

分岔点 HC之间的距离逐渐减小,例如当耦合强度

gc = 2.5 和 3.3 时分别为 0.0085 和 0.0063, 这决定

了簇集内短簇的总体持续时间变小. 由于每个短簇
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的持续时间和短簇之间的时间间隔 (IBI)是由中慢
变量 S1决定能保持基本不变,组合簇放电簇集内短
簇的个数将依次减少. 进一步,图 5中轨线下落到
S2 为分岔参数的 Z形曲线下支并以振幅逐渐变小
的振荡模式趋近于稳定焦点. 随着 S2 的减小,稳定
的焦点经过亚临界的 Hopf分岔 (H3)失稳,轨线以
振幅逐渐增大的振荡远离下支,这就解释了组合簇
放电两个簇集之间的长静息态处振幅先减小后增

大的小振幅阈下振荡的产生机理. 相反地, 一个簇
集内不同簇之间的静息态是中慢变量 S1 作为分岔

参数的 Z形曲线下支决定的,因此无阈下振荡产生.
总之,簇集的开始是由关于 S1 的 fold分岔,而

簇集的结束,即最后一个短簇的结束是由两个慢变
量 S1和 S2的各自分岔曲线上不同的鞍点同宿分岔

导致的; 慢慢变量 S2 的 TR分岔前后的 S2 区间内

极限环的稳定性不同决定了长簇和短簇的形成. 由
于短簇位于 TR分岔和鞍点同宿分岔 HC之间的不
稳定极限环处, 而中慢变量 S1 决定每个短簇的持

续时间和短簇之间的时间间隔 (IBI) 保持不变 (如
图 3),因此导致了不同组合簇放电簇集内短簇的个
数依次减少. 最后,系统的轨线趋于慢慢变量 S2 为

分岔参数的 Z 形曲线下支的稳定焦点, 经由 Hopf
分岔 H3 失稳后又远离不稳定焦点, 使得长静息态
表现出振幅先减少后增大的小振幅阈下振荡.

图 5 当电耦合强度 gc = 2.5时,在三维空间 S1 −S2 −V 中,慢慢变量 S12 = S22 = S2 作为分岔参数的快慢分析

4 结 论

胰岛中胰腺 β 细胞通过间隙连接的电耦合
作用的簇放电同步行为对胰岛素分泌着重要的作

用. 由于两个及两个以上时间尺度不同的慢变量

的多层次作用以及组合簇放电自身的复杂性,电耦

合网络模型中的组合簇放电更是一个很具挑战性

的问题.

本文利用了最小的 phantom簇放电模型,研究

两个电耦合胰腺 β细胞的具有簇同步的组合簇放

电,其膜电位表现出一个长簇和几个短簇组成的放

电簇集和两边振幅先减小后增大的小振幅阈下振

荡的静息态的相互转迁. 既然两个不同时间尺度的

慢变量共同作用而产生组合簇放电,因此只考虑其

中一个慢变量不足以解释复杂的动力学行为.在两

个慢变量和快的膜电位的三维空间中,我们分别考

虑了中慢变量和慢慢变量作为分岔参数的多层次

的快慢动力学分析,研究这两个时间尺度不同的慢

变量如何共同或单独地控制着这种组合簇放电的

复杂动力学行为. 中慢变量 S1 主要控制着簇集中

每个簇的开始和结束. 簇集的开始,即第一个簇,是

由关于 S1 的 fold分岔所诱发的,而簇集的结束,即

最后一个短簇的结束是由关于两个慢变量 S1 和 S2

的分岔曲线的不同的鞍点的同宿环分岔引起的;慢

慢变量 S2 的 TR分岔前后的 S2 区间内极限环的稳

定性不同决定了长簇和短簇的形成;慢慢变量作为

分岔参数的 Z形曲线下支的稳定焦点经 Hopf分岔

H3 失稳使得长静息态表现出两边振幅先减小后增

大的小振幅阈下振荡. 特别地, 考虑了耦合强度变

化引起的组合簇放电的每个簇集中簇的个数的改
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变的内在机理. 电耦合强度增大时慢慢变量 S2 的

TR分岔点和鞍点同宿分岔点 HC之间的距离减少
决定了簇集内短簇的总体持续时间变小,而中慢变
量 S1 决定每个短簇的持续时间和短簇之间的时间

间隔保持不变,这样共同导致了不同组合簇放电簇
集内短簇的个数依次减少. 进一步,我们利用复杂

网络理论研究胰岛中耦合 β细胞模型的网络动力

学行为. 同时, 周期性的胰岛素的分泌更易受细胞
中代谢振荡的控制,可以通过更为复杂的电活性及
代谢特征的间隙连接模型来研究 β细胞集群的同

步行为.
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Abstract
Synchronization of bursting activities in pancreatic islets when pancreatic β -cells are coupled together by gap junctions plays

an important role in the insulin secretion. A minimal and generic phantom bursting model proposed by Bertram et al is employed to
produce compound bursting synchronization with anti-phase spikes of two electrical coupling pancreatic β-cells, where the membrane
exhibits a transition between a burst episode composed of a long burst and several short bursts and a relatively long rest state with
large amplitude on both sides but small at the middle. Two different fast/slow analyses for the moderate and the slower slow variables
in three-dimensional spaces are combined to highlight better how these two slow variables with different time scales commonly or
separately result in complex dynamics of the compound bursting of the two electrical coupling β-cells. Especially for the compound
bursting synchronization with anti-phase spikes, more is stressed on how varying coupling strengths lead to a change of the number of
the short bursts within the burst episode of different compound bursting.

Keywords: electrical coupling, slow variables with different time scales, compound bursting, fast/slow dynamic
analysis
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