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基于 lp范数的压缩感知图像重建算法研究
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图像重建是光学成像、光声成像、声纳成像、核磁共振成像、天体成像等物理成像领域中的关键技术之一.近

年来提出的压缩感知理论指出:对稀疏或者可压缩信号进行少量非自适应线性投影,投影信号含有足够的信息,从

而能对信号进行高概率重建. 压缩感知已被应用于多种物理成像系统.将罚函数法和修正 Hesse阵序列二次规划方

法相结合,并采用了分块压缩感知思想,提出一种基于 lp 范数的压缩感知图像重建算法. 以 cameraman, barbara和

mandrill图像为例,采用该算法进行图像重建. 首先,在不同采样率下对图像重建. 即便采样率低至 0.3时,也能获得

高达 32.23 dB的信噪比,重建图像清晰可辨.验证了该算法的正确性. 其次,将该算法与正交匹配追踪算法进行对比,

在采样率达到 0.5以上时,能够获得高信噪比的重建图像,成像时间也大为减少,特别是采样率为 0.7时,成像时间减

少 88%. 最后,与现有基于 lp 范数的压缩感知图像重建算法进行对比,计算结果表明在成像质量有所提高的基础上,

成像时间大为缩短.
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1 引 言

图像重建是指根据对场景的投影获取数据来

重建图像,是光学成像 [1,2]、光声成像 [3]、声纳成

像 [4]、核磁共振成像、天体成像等物理成像领域

中的关键技术之一. 传统的图像传输过程中, 以奈
奎斯特采样定理为准则, 高速率采样再压缩后, 只
保留了某些重要数据, 大量的冗余数据被舍弃, 这
显然造成了资源的浪费. 随着科技的发展,高分辨
率的数码设备采样产生了庞大的数据,这对采样数
据存储和传输的硬件设备带来了极大的挑战.

2006年,由 Donoho[5] 和 Candes[6] 等正式提出
了压缩感知理论, 该理论指出对于稀疏或可压缩
的信号通过远低于奈奎斯特采样定理标准的方式

来采集数据, 仍能精确恢复出原始信号. 压缩感知
已被广泛用于多种物理成像系统,例如,光学/单像
素相机 [7−9]、核磁共振成像 [10−12]、天体成像 [13]、

关联成像 [14]、差分关联成像 [15] 等. 利用压缩感知

节省了设备资源,在高分辨率图像重建方面具有重

大的研究意义.

压缩感知主要包括三个关键技术: 信号稀疏表

示、测量矩阵的构建以及重构算法. 其中重构算法

是压缩感知的研究核心之一.压缩感知在数学上来

讲就是最小 l0 范数优化问题,直接求解该问题数值

极不稳定, 而且是一个 NP-hard 问题. 针对这一问

题,研究者们提出了一系列寻找次优解的贪婪算法:

匹配追踪算法 [16]、正交匹配追踪算法 (orthogonal

matching pursuit, OMP)[17]、正则正交匹配追踪算

法 [18] 等. 贪婪算法具有计算简单、重构效果较好

等优点, 但绝大部分贪婪算法建立在待构信号稀

疏度已知的前提条件下,这在实际工程实施中很难

满足. Candes和 Donoho提出了利用 l1 范数代替 l0
范数的思想 [1,2], 将问题转化为凸优化问题, 通过

求解线性规划问题进行稀疏信号的重构,进而得到
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等价的解. 常用的凸优化算法主要包括基追踪算
法 [19]、梯度投影法 [20] 等. 凸优化算法重构复杂度
较高, 对于大规模问题不适用于实际应用.Bhaskar
提出当 (0 < p < 1) 时基于 lp 范数的迭代加权最

小二乘 (iteratively reweighted least square, IRLS)算
法 [21]. Chartand提出更为高效的参数正则化 IRLS
算法 [22],计算证明了基于 lp 范数优化算法在重构

信号效果及可靠性方面优于 l0 及 l1 范数优化算法.
本文以最小化 lp 范数为目标,提出一种将罚函

数法与修正 Hesse 阵序列二次规划方法结合的压
缩感知图像重建算法. 为进一步减少计算量, 将分
块压缩感知思想 [23−25] 应用到本文算法中进行图

像重建. 基于压缩感知的分块方法首先将图像等尺
寸的分成图像块,然后对每个图像块采用相同的变
换基得到图像的稀疏表示,再采用相同的测量矩阵
获得测量值,经过分块后的图像进行数据传输时只
需要传输待重构的图像块的观测数据. 与现有压缩
感知图像重建算法相比,所提出的基于 lp 范数的压

缩感知图像重建算法具有三个明显优势: 1)基于 lp

范数压缩感知信号重构在一定程度上可以减少数

据之间的冗余,大为减少重构信号所需的观测数量;
2) 结合了罚函数法和修正 Hesse 阵序列二次规划
方法的优点, 使迭代点迭代速度加快, 可以在提高
成像信噪比的同时, 大为缩短成像时间; 3)采用分
块压缩感知思想,独立对每个图像块进行观测和重
构,在减少计算量的同时,也减少传感器的存储量.
因此,所提出的基于 lp 范数的压缩感知图像重建算

法为多种物理成像领域的大像素图像重建奠定了

理论基础.

2 基于 lp范数的压缩感知算法

2.1 基于 lp范数的压缩感知信号重构模型

压缩感知是近几年流行起来的一种介于数学

和信息科学的新方向 [5,6], 该理论在信号获取方式
上突破了传统奈奎斯特采样定律, 是对数据采样
和压缩同时完成的新型信号处理理论. 压缩感知
的前提是信号具有稀疏性或可压缩性. 设原信号
x ∈ ℜN×1 在某标准正交基Ψ = [ψ1,ψ2, · · · ,ψN ] 下

表示为

x =Ψa, (1)

其中,向量 a ∈ ℜN×1 仅有 K(K ≪ N)个非零值,称
a为信号 x的稀疏系数, Ψ 为 x的稀疏基.采用另一

个与稀疏基不相关的测量矩阵 Φ ∈ ℜM×N(M < N)

与信号相乘,对信号 x执行一个压缩观测,得到

y = Φx, (2)

其中,称 y ∈ ℜM×1为观测向量. 令Θ = ΦΨ ,基于 lp

范数的压缩感知信号重构可以通过下面的优化问

题进行求解:

min
a

∥a∥p
p, s.t. Θa = y. (3)

(3)式等价为等式约束优化问题

min
a

f (a), s.t. c(a) =Θa− y = 0, (4)

其中, f (a) = ∥a∥p
p =

N

∑
i=1

|a(i)|p 是目标函数, c(a)为

等式约束条件.

2.2 罚函数法与修正 Hesse阵序列二次规
划方法结合的优化算法

罚函数法结构简单, 编程容易实现. 但罚因子
的选取是困难的,取的过小,起不到 “惩罚”的作用;
而取的过大可能造成目标函数的 Hesse 阵的条件
数很大, 问题趋于病态. 基于修正 Hesse 阵序列二
次规划方法是序列二次规划方法的改进,利用对称
正定矩阵 Bk 代替迭代点处的 Hesse 矩阵, 可保证
搜索方向是迭代点处的下降方向,确保了全局收敛
性,而且减小了计算量. 本文算法结合两者的优点,
利用罚函数法初步计算,将初始点迭代到可行域内,
再利用修正 Hesse阵的序列二次规划方法,避免罚
因子过分增大,快速得到最优解.
根据约束条件的特点将约束条件转化为某

种惩罚函数加到目标函数中, 将有约束的优化问
题转化为无约束优化问题, 通过罚因子的改变求
解极小值. 因此求解式 (4) 的目标是在等式约束
c(a) =Θa− y = 0下求解最小 lp 范数解,即求解

minP(a,mn) = min{ f (a)+mn(Θa− y)2}, (5)

其中, mn > 0是罚因子. 对 (5)式关于 a求梯度,令
梯度为 0求极小值

an = 2mn(|p||an−1|p−2 +2mnΘ TΘ)−1Θ Ty, (6)

式中, 直接计算 |p||an−1|p−2 将使问题变成非线

性, 不存在简单解. 因此, 需要通过等价代换, 用
|P|diag(|an−1|P−2)[26] 代替 |p||an−1|p−2. 通过不断迭
代,直至满足

∥Θan − y∥2 < e, (7)
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其中, e为趋于 0的常数.

可以看出罚函数法结构简单,通过罚因子的改

变, 不断迭代使无约束最优化问题的最优解趋于

原约束问题的最优解. 由收敛性定理可知, 罚因子

取越大越好, 但罚因子越大将造成增广目标函数

P(a,mn)的 Hesse阵条件数越大,趋于病态,甚至无

法求解. 基于修正 Hesse阵序列二次规划方法可以

解决这一问题.

定义式 (4)的拉格朗日函数为 L(a,λ ) = f (a)+

λ Tc(a),其中 λ = (λ1,λ2, · · · ,λN)
T 为拉格朗日乘子

向量. L(a,λ )的关于 a的梯度和 Hesse阵分别为

∇aL(a,λ ) = ∇ f (a)+
N

∑
i=1

λi∇ci(a)

= ∇ f (a)+∇c(a)Tλ , (8)

∇2
aaL(a,λ ) = ∇2 f (a)+

N

∑
i=1

λi∇2ci(a). (9)

为方便记录,记

gk = ∇ f (a),

Ak = ∇c(a)T = [∇c1(a),∇c2(a), · · · ,∇cM(a)],

ck = c(a), W = ∇2
aaL(a,λ ).

称W 为 L(a,λ )的 Hesse阵,在 (9)式中,如果直接

计算W , 其计算量很大, 而修正 Hesse 阵序列二次

规划方法的优点就是利用对称正定矩阵 Bk 代替迭

代点处的 Hesse矩阵,大为减小计算量. 利用 Bk 代

替迭代点处的Hesse阵所得的迭代点处搜索方向为

dk =−(ZkB−1
k ZT

k gk +Ak(AT
k Ak)

−1ck), (10)

其中, Zk ∈ RN∗(N−M),是零空间 N(Ak)的一组基,可

通过对矩阵 Ak 进行 QR分解求得

Ak = (Yk Zk)

 Rk

0

 . (11)

不断迭代利用

∥dK∥1 6 ε, (12)

作为收敛条件的判断,其中 ε 为趋于 0的常数.

迭代过程中, 为了保证算法的全局收敛性, 需

要借助价值函数确定搜索步长. 最常用的价值函数

是 l1 精确罚函数:

Φu(a) = f (a)+u∥c(a)∥1, (13)

其中 u > 0为 l1 精确罚函数因子,通过下面的式子
进行修正:

uk+1 =

 uk, uk > ∥λk∥∞ +δ ,

∥λk∥∞ +2δ , uk < ∥λk∥∞ +δ ,
(14)

式中, λk 为乘子向量, 求解最小二乘问题
min

λ
∥Akλ −gk∥2 得到

λk =−(AT
k Ak)

−1AT
k gk. (15)

确定步长 βk, βk ∈ {ρ0,ρ1, · · · ,ρm, · · ·},令mk是

使下列不等式成立的最小非负整数

Φ(ak +βkdk;uk)−Φ(ak;uk)

6βkηΦ ′(ak,dk;uk), (16)

Φ ′(ak,dk;uk)是罚函数在点 ak 处沿搜索方向 dk 的

方向导数, βk = ρmk ;
矩阵 Bk+1 的校正公式为

Bk+1 = Bk −
BksksT

k Bk

sT
k Bksk

+
hkhT

k

sT
k hk

, (17)

其中

sk = ZT
k (ak+1 −ak),

yk = ZT
k (∇aL(ak+1,λk+1)−∇aL(aK ,λk+1)), (18)

hk = tkyk +(1− tk)Bksk, (19)

tk =


1, sT

k yk > 0.2sT
k Bksk,

0.8sT
k Bksk

sT
k Bksk − sT

k yk
, sT

k yk < 0.2sT
k Bksk.

(20)

(18), (19), (20)式可保证矩阵 Bk+1 正定.
本文算法具体步骤如下:
步骤0 选初始稀疏系数 a0 ∈ ℜN×1 为全 1

列向量, e = ε = 1 × 10−5, 初始对称正定矩阵
B0 ∈ ℜ(N−M)×(N−M) 为单位阵, 初始罚函数因子
u0 = 15, 修正罚因子 δ = 0.6, 初始迭代次数 n = 1,
k = 1;
步骤1 将原始图像进行分块, 对每一小块图

像用相同的离散余弦变换矩阵Ψ 进行稀疏变换,选
取高斯随机矩阵 Φ 为测量矩阵,得到该观测矩阵下
的测量值 y;
步骤2 使用罚函数法迭代 (6) 式计算稀疏系

数 an, 直至 ∥Θan − y∥2 < e, 停止计算, 令 a0 = an

作为修正 Hesse 阵序列二次规划方法的初始稀
疏系数;
步骤3 通过 (10) 式求迭代点处的搜索方向

dk,若 ∥dK∥1 6 ε ,停止计算,令 a = ak,转步骤 6;
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步骤4 通过 (14) 式更新罚因子 uk, (16) 式求
步长 βk, (17)式计算 Bk+1;
步骤5 令 k = k+1, ak+1 = ak+βkdk,转步骤 3;
步骤6 采用与步骤 1中相同的稀疏矩阵Ψ 对

所得稀疏系数 a进行稀疏逆变换.得到每一小块图
像的重建图像,并按顺序分块重组,得到重建图像.

3 图像重建及结果分析

为验证本文提出算法对图像的重建性能,
首先, 选取经典的压缩感知测试图像 cameraman
512 × 512 作为原始图片, 分别使用 153 × 512,
256× 512, 358× 512 的高斯随机矩阵作为测量矩
阵进行采样,重建结果如图 1所示.
当采样率分别为 0.3, 0.5, 0.7 时, 对应信噪比

分别为 32.23 dB, 35.88 dB, 37.77 dB.从图 1也可看
出即便在采样率只有 0.3 的情况下, 信噪比高达
32.23 dB,重建图片能通过人眼进行清晰辨识. 随着
采样率的不断增大,图片重建质量进一步提高.
但从图 1的成像质量也可以看出,在采样率低

至 0.3时,重建图像的边界清晰度不是太好,存在拖

尾和干扰现象.为了对此进行分析,在采样率为 0.3
时,对图片 cameraman使用本文算法、OMP算法、

文献 [22]算法分别未采用分块思想及采用分块思
想情况下分别进行图像重建,重建结果如图 2所示.

(a) (b)

(d)(c)

图 1 图像重建结果 (a)原始图像; (b)采样率 M/N = 0.3; (c)
采样率M/N = 0.5; (d)采样率M/N = 0.7

(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

图 2 采样率M/N = 0.3, cameraman重建结果 (a), (b), (c)未分块; (d), (e), (f)分块; (a), (d)本文算法; (b), (e) OMP算法; (c), (f),文献 [22]算法

从图 2所示结果可以看出,三种算法采用分块

思想后都能提高重建图像质量,但重建图像边界清

晰度也都不是很好.因此分块是产生拖尾和干扰现

象的主要原因. 这是因为采用分块思想, 将图像分

解为尺寸相同的块, 每个块包含不同的图像特征,

可分为:平坦块、边界块、纹理块. 这些块在变换
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域的稀疏度并不相同, 这样在分块重构时, 稀疏度
小的块, 重建质量好, 稀疏度大的块, 重建质量差.
因此, 块与块之间的复原水平不一样, 使得重建出
的图像存在块效应,导致图像边缘存在拖尾和干扰
现象.

其次, 将本文算法与基于分块的 OMP算法进
行对比,选取 512×512像素的 cameraman、barbara
两幅图片作为测试图片, 使用 256× 512 的高斯随
机矩阵作为测量矩阵进行采样. 重建结果如图 3
所示.

(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

图 3 采样率M/N = 0.5, cameraman, barbara重建结果 (a), (d)原始图像; (b), (e)本文算法; (c), (f)OMP算法

采样率M/N = 0.5时,对于图像 cameraman,本

文算法、OMP 算法重建信噪比分别为 35.88 dB,

34.45 dB,本文算法信噪比高于 OMP算法 1.43 dB.

同样条件下, 本文算法、OMP 算法对图像 barbara

重建信噪比分别为 31.86 dB, 31.56 dB,本文算法的

重建信噪比仍高于 OMP算法.

两种算法在不同采样率下图像重建信噪比及

成像时间对比如表 1、表 2所示.

表 1 图像 cameraman,本文算法与基于分块 OMP算法性能比较

采样率
信噪比/dB 成像时间/s

本算法 OMP 本算法 OMP

0.4 33.00 33.54 196.33 305.27

0.5 35.88 34.45 202.37 629.83

0.6 36.06 35.48 206.68 1141.16

0.7 37.77 36.88 215.54 1805.71

表 2 图像 barbara,本文算法与基于分块 OMP算法性能比较

采样率
信噪比/dB 成像时间/s

本算法 OMP 本算法 OMP

0.4 30.87 30.98 188.55 280.86

0.5 31.86 31.56 191.67 577.20

0.6 33.18 32.31 197.67 991.35

0.7 34.43 33.28 198.72 1749.74

从表 1、表 2 可以看出, 在采样率为 0.4 的时
候, 虽然本文算法比 OMP算法重建图像信噪比略
低一些, 成像时间却减少了 36%左右, 而且随着采
样率的提高, 本文算法的重构信噪比高于 OMP算
法, 成像时间远小于 OMP 算法. 特别当采样率为
0.7时,本文算法的成像时间减少了 88%左右.
最后,将本文算法与文献 [22]中算法进行对比,

选取 512×512像素的 barbara和mandrill作为测试
图片. 图像重建结果如图 4所示.
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(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

图 4 采样率M/N = 0.5, barbara, mandrill重建结果 (a), (d)原始图像; (b), (e)本文算法; (c), (f)文献 [22]算法

采样率 0.5时,本文算法、文献 [22]中算法重

建图像 barbara的信噪比分别为 31.86 dB, 30.48 dB,

本文算法信噪比高于文献 [22] 中算法 1.38 dB. 重

建图像 (e), (f)的信噪比分别为 30.97 dB, 29.73 dB,

本文算法重建信噪比高出文献 [22]算法 1.24 dB.

表 3 图像 barbara,本文算法与文献 [22]算法性能比较

采样率
信噪比/dB 成像时间/s

本算法 文献 [22]算法 本算法 文献 [22]算法

0.4 30.87 29.62 188.56 621.92

0.5 31.86 30.48 191.67 986.14

0.6 33.18 31.76 197.67 1605.40

0.7 34.43 33.64 198.72 2323.62

表 4 图像 mandrill,本文算法与文献 [22]算法性能比较

采样率
信噪比/dB 成像时间/s

本算法 文献 [22]算法 本算法 文献 [22]算法

0.4 30.01 29.11 184.02 588.99

0.5 30.97 29.73 186.22 1017.51

0.6 32.21 30.76 192.23 1554.53

0.7 33.72 32.43 220.35 2445.18

两种算法在不同采样率下图像重建信噪比及

成像时间对比如表 3、表 4所示.
从表 3、表 4可以看出,与文献 [22]算法对比,

在相同的采样率下本文算法得到的重建图像信噪

比有所提高的基础上, 成像时间也大为缩短. 进一
步验证了本文算法对于大像素物理成像的可行性

和有效性.

4 结 论

通过将罚函数法和修正 Hesse 阵序列二次规
划方法结合, 并采用分块压缩感知思想, 提出一种
全新的基于 lp 范数的压缩感知图像重建算法. 通过
对同一副图像采用不同的采样率进行图像重建. 在
采样率仅为 0.3下,也能获得高达 32.23 dB的信噪
比, 重建图像清晰可辨. 并在不同采样率下与基于
分块 OMP算法进行对比, 所建立的压缩感知图像
重建算法能使用更短的成像时间获得更高的成像

质量. 进一步与文献 [22]中的基于 lp 的压缩感知

图像重建算法进行对比, 在不同的采样率下, 本文
算法无论在信噪比和成像时间上都优于文献 [22]
中的算法. 本文算法采用了分块压缩感知思想,可
以提高重建图像质量,但在低采样率时会出现拖尾
和干扰现象的块效应.因此,如何减小块效应,使得
在低采样率下使重建图像边界更加清晰,需要进一
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步研究.本文所提出的基于 lp 范数的压缩感知图像

重建算法开辟了图像重建的新方法,为各类物理成
像系统中奠定了理论基础,特别适合于大像素图像
重建问题.
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Abstract
Image reconstruction is one of the key technologies in the fields of physical imaging, which include optical imaging, photoacoustic

imaging, sonar imaging, magnetic resonance imaging, and celestial imaging etc. Compressive sensing theory, the new research spot
in recent years, describes that a small group of non-adaptive linear projections of a sparse or compressible signal contains enough
information for signal reconstruction. Compressive sensing has been applied in many physical imaging systems. In this paper, we
propose a new image reconstruction algorithm based on lp norm compressive sensing by combining the penalty function and revised
Hesse sequence quadratic programming, and using block compressive sensing. Several images, such as “cameraman”, “barbara” and
“mandrill”, are chosen as the images for image reconstruction. First, we take different sampling rates for image reconstruction to
verify the algorithm. When the sampling rate is as low as 0.3, the signal-to-noise ratio of the reconstructed image can reach up to
32.23 dB. Then, when the sampling rate is above 0.5, by comparing with OMP algorithm, reconstructed images can be obtained with a
higher signal-to-noise ratio and a shorter imaging time. Especially, when the sampling rate is 0.7, the imaging time is reduced by 88%.
Finally compared with the existing algorithm based on lp norm compressive sensing, simulation results show that the new algorithm
can improve the signal-to-noise ratio of reconstructed images, and greatly reduce the imaging time.

Keywords: image reconstruction, compressive sensing, penalty function, revised Hesse sequence quadratic pro-
gramming
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