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一类五次方振子系统的叉形分叉及振动共振研究*

杨建华† 刘后广 程刚

(中国矿业大学机电工程学院,徐州 221116 )

( 2013年5月8日收到; 2013年6月6日收到修改稿 )

研究了一类具有分数阶导数阻尼的五次方振子系统中的叉形分叉及振动共振现象.基于快慢变量分离法,消去

系统中的高频激励成分,得到关于慢变量的等效系统,根据等效系统中稳态平衡点的变化情况研究了系统的叉形分

叉现象.结果表明: 高频信号幅值的递增变化会引起亚临界叉形分叉,高频信号频率和分数阶导数阻尼阶数的递增

变化都会引起超临界叉形分叉;振动共振和叉形分叉是关联的,当叉形分叉发生时,振动共振曲线会出现两个峰值,

否则只会出现一个峰值.通过解析结果和数值模拟结果的对比,验证了解析分析的正确性.
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1 引 言

近年来, 振动共振 (vibrational resonance) 现象

的研究引起了不同领域研究人员的关注. 振动共

振现象由 Landa和McClintock[1] 首次提出,他们受

随机共振 (stochastic resonance)现象的启发,将随机

共振系统中的噪声替换为高频的激励信号, 系统

对低频信号响应的幅值随着外加高频信号幅值的

变化呈现一种非线性关系,高频信号可以在很大程

度上起到增强低频信号响应的作用. 由于多频信

号在不同领域有着广泛的应用价值,振动共振在理

论研究[2−5] 与实验研究 [6−8] 等方面均取得了重要

的进展. Yang 和 Liu[9−12] 采用数值方法研究了时

滞系统的振动共振现象,发现系统对低频信号的响

应幅值与时滞反馈参数之间同时存在两种周期性

变化的关系,这两种周期恰好分别等于激励信号的

周期.之后, Jeevarathinam等 [13] 采用快慢变量分离

法对这一结论给出了解析证明. 林敏和黄咏梅 [14]

提出了基于振动共振的随机共振控制策略, 文献

[15—18] 在有关神经网络系统中的振动共振研究

中做了大量的工作.

有关振动共振的前期研究工作是在一些常规

的系统模型中进行的,然而许多复杂系统需要借助

于分数阶模型进行描述. 分数阶微积分理论是解决

当今诸多动力学难题的一个重要工具. 为此, Yang

和 Zhu[19,20]研究了分数阶 Duffing系统中的振动共

振现象, 发现分数阶阻尼能够引起新的共振模式.

前述理论研究成果表明,高频信号的变化将改变系

统平衡点的个数,这是一种分叉行为.实质上,平衡

点的改变使系统发生的是叉形分叉. 目前, 在振动

共振的相关文献中对叉形分叉行为尚无确切的描

述,且分数阶阻尼对此种分叉行为的影响也尚无研

究. 鉴于此, 本文以一类具有双势阱势函数的五次

方振子系统为研究对象,研究高频信号和分数阶导

数阻尼所引起的亚临界与超临界叉形分叉现象,借

助于解析方法给出叉形分叉的分叉点与分叉边界、

系统响应的近似解及共振的位置与峰值,并利用数

值模拟对解析分析进行验证. 通过研究叉形分叉与

振动共振行为之间的关系,可以有效地控制低频信

号在非线性系统响应中所起的作用.

2 叉形分叉

本文的研究模型为受双频信号激励的一类含
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分数阶导数阻尼的五次方振子系统

d2x
dt2 +δ

dαx
dtα +ω2

0 x+βx3 + γx5

= f cos(ωt)+F cos(Ω t), (1)

其中,
dαx
dtα 表示具有分数阶导数形式的阻尼项.分

数阶导数的定义较多, 常用的有 Riemann-Liouville

定义, Caputo定义,以及Grünwald-Letnikov定义,这

些定义在大部分情况下是等价的 [21]. 为方便数值

计算,本文采用 Grünwald-Letnikov定义,即

dα x(t)
dtα

∣∣∣∣
t=kh

= lim
h→0

1
hα

k

∑
j=0

(−1) j
(

α
j

)
x(kh− jh), (2)

其中二项式系数为(
α
0

)
= 1,

(
α
j

)
=

α(α −1) · · ·(α − j+1)
j!

,

j > 1.考虑到实际的工程应用背景, α 的取值一般
为 0 < α < 2. 方程 (1)中的其他参数满足 ω2

0 < 0,

β > 0, γ > 0,激励信号满足 f ≪ 1, ω ≪ Ω . 方程 (1)

的势函数为 V (x) =
1
2

ω2
0 x2 +

1
4

βx4 +
1
6

γx6, 在本文

参数的取值情况下, 势函数 V (x) 具有双势阱的形

状,如图 1所示.

图 1 方程 (1)的双稳态势函数, ω2
0 =−1, β = 1, γ = 0.1

因为 Ω ≫ ω ,使用快慢变量分离法可以消去方

程 (1) 中的快变量 [22]. 令 x = X +Ψ , 其中 X 是周

期为 2π/ω 的慢变量, Ψ 是周期为 2π/Ω 的快变量.

据此,方程 (1)转化为

d2X
dt2 +

d2Ψ
dt2 +δ

dαX
dtα +δ

dαΨ
dtα +ω2

0 X +ω2
0Ψ

+β (X3 +3X2Ψ +3XΨ 2 +Ψ 3)+ γ(X5 +5X4Ψ

+10X3Ψ 2 +10X2Ψ 3 +5XΨ 4 +Ψ 5)

= f cos(ωt)+F cos(Ω t). (3)

忽略所有的非线性项,得到关于Ψ 的线性方程为

d2Ψ
dt2 +δ

dαΨ
dtα +ω2

0Ψ = F cos(Ω t). (4)

解方程 (4)得到

Ψ =
F
µ

cos(Ω t +θ), (5)

其中

µ2 =
(

ω2
0 +δΩ α cos

απ
2

−Ω 2
)2

+
(

δΩ α sin
απ
2

)2
,

θ = − tan−1
δΩ α sin

απ
2

ω2
0 +δΩ α cos

απ
2

−Ω 2
. (6)

将Ψ 的解代入方程 (3),并在 [0, 2π/Ω ]内对所有的

项进行积分,得到

d2X
dt2 +δ

dαX
dtα +C1X +C2X3 + γX5

= f cos(ωt), (7)

其中, C1 = ω2
0 +

3βF2

2µ2 +
15γF4

8µ4 , C2 = β +
5γF2

µ2 . 方

程 (7)的有效势函数为Veff =
1
2

C1x2+
1
4

C2x4+
1
6

γx6,

显然有效势函数受到高频信号及分数阶导数阻尼

阶数的影响.

图 2 给出了几种不同情形下有效势函数的形

状.在图 2(a)中,随着 F 的增大,有效势函数由双稳

形状变为单稳形状; 在图 2(b) 中, 随着 Ω 的增大,

有效势函数由单稳形状变为双稳形状;在图 2(c)中,

随着 α 的增大,有效势函数由单稳形状变为双稳形

状.

方程 (7)可能存在的平衡点为

X∗
0 = 0, X∗

1,2 =±
[
−C2 +

√
C2 −4γC1

2γ

] 1
2

, (8)

当 C1 < 0时,方程 (7)存在稳定的平衡点 X∗
1,2 和不

稳定的平衡点 X∗
0 ;当 C1 > 0时,方程 (7)只存在稳

定的平衡点 X∗
0 . 若以 Ω 或 α 为控制参数, 难以得

到使平衡点个数发生变化的临界值 ΩC 或 αC 的解

析解,但可以根据 C1 = 0得到其数值解.若以 F 为

自变量,解 C1 = 0得到使平衡点个数发生变化的临
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界值为

FC =

−12β µ2 +
√

(12β µ2)2 −480γω2
0 µ2

30γ


1
2

.

(9)

当 0 6 F < FC 时, 方程 (7)存在稳定的平衡点 X∗
1,2

和不稳定的平衡点 X∗
0 . 当 F > FC 时,方程 (7)只存

在稳定的平衡点 X∗
0 .

图 2 方程 (7)的有效势函数 Veff (a)参数 F 不同引起有效
势函数形状的变化, α = 0.5, Ω = 10; (b)参数 Ω 不同引起有
效势函数形状的变化, α = 1.5, F = 80; (c) 参数 α 不同引起
有效势函数形状的变化, F = 80, Ω = 10; 其他计算参数均为
ω2

0 =−1, δ = 1, β = 1, γ = 0.1

图 3给出了方程 (7)的稳态平衡点与参数 F 及

α 之间的关系. 图 3(a) 中的曲线给出了分岔点 FC

与分数阶导数阻尼的阶数 α 之间的函数关系,该图

表明当 α < 1时, FC 的值无明显变化;当 α > 1时,

随着 α 的增大, FC 的值也增大.在曲线的上方区域,

方程 (7)具有单稳态势函数,在曲线的下方区域,方

程 (7)具有双稳态势函数. 图 3(b)—(d)给出了方程

(7)的平衡点与参数 F 之间的函数关系,随着 F 的

增大,稳定平衡点 X∗
1,2 将消失,不稳定的平衡点 X∗

0

转化为稳定的平衡点. 这是一种分叉行为,称为亚

临界叉形分叉 (subcritical pitchfork bifurcation)[23].

图 3(e)—(f)给出了方程 (7)的平衡点与参数 α 之间
的函数关系,随着 α 的增大,稳定的平衡点 X∗

0 将转

化为不稳定的平衡点,并将出现稳定的平衡点 X∗
1,2,

这种分叉行为称为超临界叉形分叉 (supercritical

pitchfork bifurcation)[23]. 可见,参数 F 和 α 引起的
是不同的叉形分叉行为.

图 3 (a)分叉点 FC 与 α 之间的关系; (b)—(d)参数 F 变化引
起的亚临界叉形分叉; (e)—(f)参数 α 变化引起的超临界叉形
分叉; 图中粗实线为稳定平衡点, 细实线为不稳定平衡点; 计
算参数为 ω2

0 =−1, δ = 1, β = 1, γ = 0.1, Ω = 10; (b) α = 0.5;
(c) α = 1.0; (d)α = 1.5; (e) F = 80; (f) F = 100.

直接数值模拟方程 (1)的相图可以验证图 3中

结论的正确性. 一般而言, 相图给出的是在位移 -

速度平面上系统响应的轨线.在 α 取值不同的情况
下,图 4给出了参数 F 变化引起相图上稳态平衡点

的变化情况. 该图表明,对于相同的 α 取值, F 取值

的不同可导致相图上稳态平衡点的不同.经过计算

可知,在图 4(a), (b), (d), (e), (g), (h)中,满足 F < FC,

系统在相图上存在两个稳定的平衡点 X∗
1,2. 在图

4(c), (f), (i) 中, 满足 F > FC, 系统在相图上只存在

一个稳定的平衡点 X∗
0 . 参数 F 引起的亚临界叉形
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分叉在图 4中得到了验证. 图 5给出了分数阶导数

阻尼阶数 α 的变化引起系统相图变化的情况. 在图

5(a), (b)中,参数取值满足 C1 > 0,系统在相图上存

在一个稳定的平衡点 X∗
0 . 在图 5(c), (d)中,参数的

取值满足 C1 < 0,在相图上系统存在两个稳定的平

衡点 X∗
1,2. 分数阶导数阻尼阶数的取值变化所引起

的超临界叉形分叉现象在图 5中得到了验证.

图 4 对应于不同 α 值,参数 F 变化引起相图上稳态平衡点的变化 计算参数为 ω2
0 = −1, δ = 1, β = 1, γ = 0.1, f = 0.1,

ω = 0.8, Ω = 10; (a)α = 0.5, F = 10; (b) α = 0.5, F = 50; (c) α = 0.5, F = 100; (d) α = 1.0, F = 10; (e) α = 1.0, F = 50;
(f) α = 1.0, F = 100; (g) α = 1.6, F = 10; (h) α = 1.6, F = 50; (i) α = 1.6, F = 150

图 5 参数 α 变化引起相图上稳态平衡点的变化 计算参数

为 ω2
0 = −1, δ = 1, β = 1, γ = 0.1, f = 0.1, ω = 0.8, Ω = 10,

F = 80; (a) α = 0.5; (b) α = 1.0; (c) α = 1.2; (d) α = 1.6

图 6 给出了方程 (7) 的稳态平衡点与参数 Ω
及 α 之间的关系. 图 6(a) 中的曲线给出了分岔点

ΩC 与分数阶导数阻尼的阶数 α 之间的函数关系,

该图表明当 α < 1时, ΩC 的值与 α 之间无明显的
变化关系;当 α > 1时,随着 α 的增大, ΩC 的值减

小. 在曲线的上方区域,方程 (7)具有双稳态的势函

数,在曲线的下方区域,方程 (7)具有单稳态的势函

数. 图 6(b)—(d)给出了方程 (7)的平衡点与参数 Ω

之间的函数关系,随着 Ω 的增大,稳定的平衡点 X∗
0

将转化为不稳定的平衡点,并将出现稳定的平衡点

X∗
1,2,即高频信号的频率 Ω 将使系统发生超临界叉

形分叉. 图 7 通过直接数值模拟方程 (1) 的相图,

图 6 (a)分叉点 ΩC 与 α 之间的关系; (b)—(d)参数 Ω 变化引
起超临界叉形分叉;图中粗实线为稳定平衡点,细实线为不稳
定平衡点;计算参数为 ω2

0 =−1, δ = 1, β = 1, γ = 0.1, F = 80;
(b) α = 0.6; (c) α = 1.0; (d) α = 1.6
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验证了图 6中结论的正确性. 当 α 取值相同时,随

着 Ω 的逐渐增大,在系统响应的相图上,稳态的平

衡点将由 X∗
0 变为 X∗

1,2,也可以经过计算 C1 的值得

到这一结论,在图 7(a), (d), (g)中,满足C1 > 0,系统

在相图上只存在一个稳定的平衡点 X∗
0 . 在图 7(b),

(c), (e), (f), (h), (i)中,满足 C1 < 0,系统在相图上存

在两个稳定的平衡点 X∗
1,2. 参数 Ω 引起的超临界叉

形分叉在图 7中得到了验证.

图 7 对应于不同 α 值,参数 Ω 变化引起相图上稳态平衡点的变化 计算参数为 ω2
0 = −1, δ = 1, β = 1, γ = 0.1, f = 0.1,

ω = 0.8, F = 80; (a) α = 0.6, Ω = 7; (b) α = 0.6, Ω = 12; (c) α = 0.6, Ω = 20; (d) α = 1.0, Ω = 7; (e) α = 1.0, Ω = 12;
(f) α = 1.0, Ω = 20; (g) α = 1.6, Ω = 7; (h) α = 1.6, Ω = 12; (i) α = 1.6, Ω = 20

3 振动共振

为计算系统对低频信号的响应,令 Y = X −X∗,

代入方程 (7)得

d2Y
dt2 +δ

dαY
dtα +C3Y +C4Y 2 +C5Y 3 +C6Y 4 + γY 5

= f cos(ωt), (10)

其中 C3 = C1 + 3C2X∗2 + 5γX∗4, C4 = 3C2X∗ +

10γX∗3, C5 = C2 + 10γX∗2, C6 = 5γX∗. 在相应的线

性方程中寻找 Y 的近似解

d2Y
dt2 +δ

dαY
dtα +C3Y = f cos(ωt). (11)

设 Y = AL cos(ωt +φ),代入方程 (11)解得

AL =
f√(

δωα cos
απ
2

+C3 −ω2
)2

+
(

δωα sin
απ
2

)2
,

φ = − tan−1
δωα sin

απ
2

δωα cos
απ
2

+C3 −ω2
. (12)

为了研究振动共振, 通常定义响应幅值为

Q = AL/ f , 表示的是微弱低频信号通过非线性系

统后被放大的倍数,因此

Q =
1√(

δωα cos
απ
2

+C3 −ω2
)2

+
(

δωα sin
απ
2

)2
.

(13)

为了验证解析分析的正确性,还需给出相应的

数值解,采用数值方法计算响应幅值的公式为 Q =√
Q2

sin +Q2
cos

/
f , 其中 Qsin =

2
rT

∫ rT

0
x(t)sin(ωt)dt,

Qcos =
2

rT

∫ rT

0
x(t)cos(ωt)dt, T = 2π/ω 表示低频

信号的周期, r是一个足够大的正实数,本文的数值

仿真采用 r = 100. 在本文的理论分析中,假设只存

在周期为 2π/ω 的慢变量和周期为 2π/Ω 的快变
量, 而忽略了其他高次谐波,这是因为相比于基频

成分而言其他高次谐波的幅值非常小. 在图 8中,
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图 8 对应于不同 α 取值,系统响应幅值 Q在不同频率处的分布 计

算参数为 ω2
0 = −1, δ = 1, β = 1, γ = 0.1, f = 0.1, ω = 0.8, Ω = 10,

F = 80; (a) α = 0.5; (b) α = 1.0; (c) α = 1.2; (d) α = 1.6

图 9 对应于不同 α 取值,系统响应幅值与控制参数 F 之间
的关系 计算参数为 ω2

0 = −1, δ = 1, β = 1, γ = 0.1, f = 0.1,
ω = 0.8, Ω = 10; (a) α = 0.5; (b) α = 1.0; (c) α = 1.5

对于不同的 α 取值, 数值模拟发现系统响应幅值

只集中在低频信号的频率 ω 和高频信号的频率 Ω
处, 在其他频率处的响应幅值几乎为零, 这就验证

了前述假设的正确性. 为了进一步验证本文理论分

析的可行性,在 α 取值不同时,图 9给出了振动共

振曲线的两种不同模式. 在图 9(a)中,自变量 F 的

变化不会引起叉形分叉, 方程 (13)中所隐含的 X∗

不会发生变化, 此时系统只会出现一个峰值,与峰

值对应的 F 值可以直接通过求解
dQ
dF

= 0得到. 在

图 9(b)和图 9(c)中,自变量 F 的变化会引起亚临界

叉形分叉, 因此当 F < FC 时, 需要代入 X∗
0 求解方

程 (13). 当 F > FC 时,需要代入 X∗
1,2 求解方程 (13).

叉形分叉的发生导致图 9(b)和 (c)中的响应幅值曲

线都会出现两个峰值,且这两个峰值的大小完全相

等,通过求解方程 (13)的极大值得到这两个峰值的

大小为 Q1
max = Q2

max =
1

δωα sin
απ
2

. 分叉点 F = FC

是响应幅值曲线的一个转折点,在该点处响应幅值

取得极小值.图 9通过解析计算结果和数值计算结

果的对比,发现这两种计算结果之间的误差非常小,

可以忽略不计,这就进一步证明了本文解析分析的

正确性.

4 结 论

本文以同时受低频信号和高频信号激励的含

分数阶导数阻尼的五次方振子系统为研究模型,重

点讨论了该系统的叉形分叉行为及振动共振现象.

以前的研究文献中提到高频信号幅值的变化将会

引起系统平衡点的变化. 在本文中, 将外加激励引

起平衡点的变化归结为叉形分叉行为.解析分析表

明,高频信号幅值的递增变化会引起亚临界叉形分

叉,高频信号频率的递增变化会引起超临界叉形分

叉. 同时, 分数阶导数阻尼阶数的递增变化也会引

起超临界叉形分叉. 通过数值模拟相图上系统平衡

点的变化情况,验证了有关亚临界叉形分叉和超临

界叉形分叉预测的正确性. 叉形分叉的发生直接影

响振动共振曲线的模式,如果控制参数的变化会引

起叉形分叉, 则共振曲线呈现双峰模式, 在分叉点

处共振曲线取得极小值.如果控制参数的变化不会

引起叉形分叉, 则共振曲线呈现单峰模式. 通过对

响应幅值的数值模拟,进一步验证了解析分析的正

确性.
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虽然目前对振动共振的研究已经涉及到各类

不同的系统,但有以下问题尚未解决. 首先,如何分

析调频或调幅信号所引起的振动共振,如果仍然运

用快慢变量分离法进行分析将会发现此时得到的

解析结果和数值结果误差非常大,因此需要寻找新

的方法解决这一问题.再者, 非简谐的周期信号所

引起振动共振的解析分析尚未见报道. 而这两类信

号在工程领域的应用非常广泛,研究这两类信号激

励下非线性系统的振动共振现象有重要的意义.本

文的后续工作将致力于这两类问题的解决.
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Abstract
The pitchfork bifurcation and vibrational resonance are investigated in this paper. Based on the method of separating slow

motion from fast motion, the equivalent equation to the slow motion is obtained. Then, the pitchfork bifurcation is studied. The
results show that the amplitude of the high-frequency signal can induce the subcritical pitchfork bifurcation, while both the frequency
of the high-frequency signal and the value of the fractional-order can induce supercritical pitchfork bifurcation. The pattern of the
vibrational resonance depends on the pitchfork bifurcation. The vibrational resonance presents double-resonance pattern when the
pitchfork bifurcation occurs. Or else, the vibrational resonance presents single-resonance pattern. The analytical predications are in
good agreement with the numerical calculation results, which verifies the validity of the theoretical results.

Keywords: subcritical pitchfork bifurcation, supercritical pitchfork bifurcation, fractional damping, vibrational
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