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部分线性的分数阶混沌系统修正函数投影同步*
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针对一类部分线性的分数阶混沌系统修正函数投影同步问题,可通过单变量耦合构造出这类系统的响应系统,

从而提出修正函数投影同步的设计方法. 根据 Routh-Hurwitz条件,给出耦合部分线性系统实现修正函数投影同步

的方法,并设计了控制器. 该方法中控制器和误差动态方程的选择都是确定的,理论分析和数值仿真都说明了该方

法在部分线性的分数阶混沌系统中应用具有可行性和有效性.
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1 引 言

1989 年, Pecora 和 Carroll[1] 提出并实现了两
个混沌系统的同步方案, 该研究领域所覆盖的应
用范围包括安全通信、物理系统、生物网络和等

离子技术等. 人们相应提出了大量的同步方案,
这些方案主要包括广义同步 [2,3]、滞后同步 [4]、

相同步 [5]、 完全同步 [6]、投影同步 [7]、全状态投

影同步 [8]、 修正投影同步 [9,10]、函数投影同步 [11]

等．最近,有学者将修正投影同步的比例常数矩阵
扩展为比例函数矩阵,提出了新的混沌系统同步方
法,即修正函数投影同步 [12−16]. 修正函数投影同步
作为一种新颖的同步现象,它是指驱动系统和响应
系统之间按照任意给定的比例函数矩阵关系进行

同步. 目前, 关于修正函数投影同步的研究都是在
整数阶混沌系统中,本文将在分数阶混沌系统中实
现修正函数投影同步.

1999年, Mainieri和 Rehacek[17] 对耦合部分线

性系统研究时提出投影同步的概念, 即耦合的驱
动 -响应系统状态的输出不仅相位锁定,而且各对
应状态的振幅还按某一比例因子演化, 该混沌同
步称为投影同步. 在 Xu 等 [18] 对整数阶混沌系统

的研究中,发现有的系统在结构上可以用变量 z作

为驱动信号,表示成部分线性系统和非部分线性系

统. Hu等 [19,20] 对两个耦合整数阶系统的投影同步

进行了深入研究,用自适应控制方法、脉冲控制方

法等先后研究了一般投影同步、全状态投影同步、

全状态混合投影同步的问题.同时,在 Hu等的系列

研究中,还研究了通过变量 z耦合的整数阶部分线

性系统的投影同步、耦合强度随时间的演化和投

影因子的控制. 但是, 目前对于部分线性的分数阶

混沌系统,关于其投影同步或修正函数投影同步的

研究还未见报道.

本文针对部分线性的分数阶混沌系统,研究该

系统的修正函数投影同步.通过单变量耦合部分线

性的分数阶混沌系统,利用 Routh-Hurwitz条件,提

出一种实现修正函数投影同步的方法. 文中首先构

造一个新的分数阶混沌系统,以该系统为例进行数

值仿真,再对吕系统进行数值仿真实现修正函数投

影同步.仿真结果进一步表明了该方法的有效性.

2 修正函数投影同步方案

2.1 部分线性的分数阶混沌系统

部分线性的分数阶混沌系统,即系统状态变量

可以分成两部分 (u, z),一维变量 z的变化率方程是
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系统所有变量的非线性函数,而系统其他变量 u的

变化率方程是以 z为变量的矩阵函数M(z)和 u的

乘积.部分线性的分数阶混沌系统可写成如下形式:
dqu(t)

dtq =M(z) ·u,

dqz
dtq = f (u,z),

(1)

其中

u = (u1,u2, · · · ,un),

M(z) =


m11(z) m12(z) · · · m1n(z)

m21(z) m22(z) · · · m2n(z)
...

...
. . .

...

mn1(z) mn2(z) · · · mnn(z)

 .

两个部分线性的分数阶混沌系统 (1)通过变量 z耦

合成如下形式：

dqur(t)
dtq =M(z) ·ur,

dqz
dtq = f (ur,z),

dqus(t)
dtq =M(z) ·us,

(2)

其中,下标 r表示驱动系统, s表示响应系统.

2.2 修正函数投影同步定义

修 正 函 数 投 影 同 步 定 义： 在 上 述 系

统 (2) 中, 如 果 存 在 一 个 函 数 矩 阵 h(t) =

diag{h1(t),h2(t), · · · ,hn(t)},使得

lim
t→∞

∥e(t)∥= lim
t→∞

∥us −h(t) ·ur∥= 0,

其中, hi(t) 是连续可微的有界函数, 误差变量
e(t) = (e1(t),e2(t), · · · ,en(t))T, ∥·∥ 是向量范数, us

表示驱动系统, ur 表示响应系统,则称系统 (2)实现
修正函数投影同步.

显然, 当 h(t) = h1(t) = h2(t) = · · · = hn(t) 为

连续可微的有界函数时, 修正函数投影影同步
退化为函数投影同步; 当 h = diag{h1,h2, · · · ,hn},
hi(i = 1,2, · · · ,n) 为实常数时, 可实现修正投影同
步;当 h = h1 = h2 = · · ·= hn 为实常数时,实现投影
同步.

引理[21,22] 若 Jacobian矩阵的特征根满足

arg(λ )> πq/2, q = max(q1,q2, · · · ,qn), (3)

即多项式方程

P(λ ) = 0, P(λ ) = λ n +a1λ n−1 +a2λ n−2 + · · ·+an

的所有根满足 (3)式, 则分数阶系统在平衡点是渐
进稳定的.
其中, 当 n = 2 时, 即 P(λ ) = λ 2 + a1λ + a2

时, 若此方程系数满足 Routh-Hurwitz 条件, 即

a1 > 0,

∣∣∣∣∣∣a1 1

0 a2

∣∣∣∣∣∣ > 0, 或满足 a1 < 0, 4a2 > (a1)
2,∣∣∣∣∣tan−1

(√
4a2 − (a1)2

a1

)∣∣∣∣∣> qπ
2

,则系统渐进稳定.

2.3 实现修正函数投影同步的方法

对于系统 (1),可以线性分离为如下形式:
dqu
dtq = Au+B ·F(u,z)

dqz
dtq = f (u,z)

. (4)

则可通过单变量耦合为驱动 -响应系统：

dqur

dtq = Aur +B ·F(ur,z)

dqz
dtq = f (ur,z)

dqus

dtq = Aus +B ·F(us,z)+φ

. (5)

定理 1 假设 G(u,z) = F(u,z)+K · u, 定义误
差为 e = us −h(t) · ur, K 为常数矩阵, 选取控制器
为

φ = −B · [G(us,z)−h(t) ·G(ur,z)]

+
dq(h(t))

dtq ·ur, (6)

则误差动态系统为

dqe
dtq = (A−BK)e. (7)

选取K 的取值满足引理中的条件,可使得系统 (7)
渐进稳定,即系统 (5)获得了修正函数投影同步.

证明 由 e = us−h(t) ·ur,把 (6)式代入
dqe
dtq =

dqus

dtq −h(t) · dqur

dtq − dq(h(t))
dtq · ur, 则误差系统可进

行化简:
dqe
dtq =

dqus

dtq −h(t) · dqur

dtq − dq(h(t))
dtq ·ur

= Aus +B ·F(us,z)+φ −h(t)Aur

−h(t) ·B ·F(ur,z)−
dq(h(t))

dtq ·ur
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= Ae+B ·F(us,z)−h(t) ·B ·F(ur,z)

−B(F(us,z)+Kus −h(t) ·F(ur,z)

−h(t) ·Kur)

= Ae−BKe = (A−BK)e,

这里, K 是一个常数矩阵, 选取 K 的值, 只要
A−BK 的特征根满足 |arg(λi)| > qπ/2, 则驱动 -
响应系统渐进稳定, 从而系统 (5)实现修正函数投
影同步.
注 1 反馈增益参数K 可以选取一般的矩阵,

也可以选取对角矩阵. 在实际应用中, K 可选取为
对角矩阵.
注 2 该方法还可以实现其他同步. 如: 当

h = diag{h1,h2, · · · ,hn}, hi(i = 1, · · · ,n)为实常数时,
可实现修正投影同步;当 h = h1 = h2 = · · · = hn 为

实常数时,实现投影同步.

3 数值仿真

3.1 构造新分数阶混沌系统

文献 [23] 中提出了三维自治混沌系统所对应
的分数阶混沌系统:

dq1x1

dtq = a(x1 − x2)

dq2x2

dtq2
= x1x3 − cx2

dq3x3

dtq3
= x2

1 −bx3

, (8)

其中 a = 10, b = 3, c = 17.
通过在系统 (8)的第一个方程减去一个非线性

二次项 dx2x3, 构成一个具有三个非线性二次项的
新的分数阶混沌系统:

dq1x1

dtq = a(x1 − x2)−dx2x3

dq2x2

dtq2
= x1x3 − cx2

dq3x3

dtq3
= x2

1 −bx3

. (9)

当参数 a = 10,b = 3,c = 17,d = 8和 q1,q2,q3 取不

同值时, 系统的运动呈现不同的特性. 改变分数
阶算子 qi(i = 1,2,3), 由数值仿真可知, 当系统的
阶次取值为 (0,0.58] 时, 系统不呈现周期性也没

出现混沌现象; 当阶次取值为 (0.58,0.85] 时, 系
统出现周期性而没有出现混沌状态; 当阶次取
值为 (0.85,1] 时, 系统呈现混沌状态. 图 1 中, 当
q1 = q2 = q3 = 0.85时,分数阶系统 (9)的三维混沌
吸引子如图 1(a)所示,系统 (9)未出现混沌现象,而
呈现周期性; 当 q1 = q2 = q3 = 0.9 时分数阶系统
(9)混沌吸引子如图 1(b),系统存在混沌现象,从中
观察到系统运行轨道呈现为大小不异的双涡旋结

构;图 1(c)—(e)分别是分数阶系统在二维平面上的
投影, 通过这三个二维平面上的相图, 可更清晰地
看出,系统 (9)呈现的混沌行为是两个大小不异的
双涡旋结构.
此外, Lyapunov指数是刻画系统邻近轨道平均

分离快慢的平均量, 若系统的最大 Lyapunov 指数
大于零,则通常认为系统是混沌系统.根据 Benettin
等 [24] 提出的计算微分方程组最大 Lyapunov 指
数的算法, 系统 (9) 的最大 Lyapunov 指数为 L =

0.4573,表明此系统是混沌的.

3.2 新系统数值仿真

新分数阶混沌系统通过单变量 z 耦合的驱动

响应系统为：

dq1x1

dtq = a(x1 − x2)−dx2x3

dq2x2

dtq2
= x1x3 − cx2

dq3x3

dtq3
= x2

1 −bx3

dq1x4

dtq1
= a(x4 − x5)−dx3x5 +ψ1

dq2x5

dtq2
= x3x4 − cx5 +ψ2

, (10)

其中, A=

a −a

0 −c

∈R2×2, ur =(x1,x2)
T ∈R2,us =

(x4,x5)
T ∈ R2, B =

−d 0

0 1

 ∈ R2×2, F(ur,z) =

(x2x3,x1x3)
T ∈ R2, F(us,z) = (x5x3,x4x3)

T ∈ R2,

h(t) = (h1(t),h2(t)) ∈ R2, K =

k1 k2

k3 k4

 ∈ R2×2,

e = us −h(t) ·ur = (e1,e2)
T ∈ R2, q1 = q2 = q3 = q.
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图 1 (a)当 q1 = q2 = q3 = 0.85,系统 (9)混沌吸引子; (b)当 q1 = q2 = q3 = 0.9,系统 (9)混沌吸引子; (c)当 q1 = q2 = q3 = 0.9,系统
(9)在 x-y平面上的投影; (d)当 q1 = q2 = q3 = 0.9,系统 (9)在 x-z平面上的投影; (e)当 q1 = q2 = q3 = 0.9,系统 (9)在 y-z平面的投影

根据 (6)式,则控制器为

φ =

d 0

0 −1

k1e1 + k2e2 + x3e2

k3e1 + k4e2 + x3e1


+

dq(h(t))
dtq

x1

x2

 .

根据 (7)式,则误差方程为

dqe
dtq = (A−BK)e

=

a+dk1 −a+dk2

−k3 −c− k4

e1

e2

 ,

即误差动态系统为
dqe1

dtq = (a+dk1)e1 +(−a+dk3)e2

dqe2

dtq =−k3e1 − (c+ k4)e2

. (11)

令 J = A−BK =

a+dk1 −a+dk2

−k3 −c− k4

, 则相应的

特征多项式为

λ 2 +(k4 −8k1 +7)λ − (8k1 +10)(k4 +17)

+ k3(8k2 −10) = 0,

其中, a1 = k4 −8k1 +7, a2 =−(8k1 +10)(k4 +17)+
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k3(8k2 − 10), ki (i = 1, · · · ,4) 值的选取可以任意调
整, 只要其取值满足引理中 n = 2 时的条件, 即特

征多项式的系数满足 a1 > 0,

∣∣∣∣∣∣a1 1

0 a2

∣∣∣∣∣∣ > 0, 或满足

a1 < 0, 4a2 > (a1)
2,

∣∣∣∣∣tan−1

(√
4a2 − (a1)2

a1

)∣∣∣∣∣ > qπ
2

,

则系统稳定, 即实现了修正函数投影同步. 此时

ki (i = 1, · · · ,4) 的取值不惟一, 如取 k1 =
9
8
,k2 =

5
2
,k3 = 40,2 < k4 < 4.05, 可使得 |arg(λi)| > qπ/2,

故误差系统 (11) 渐进稳定, 从而获得了修正函

数投影同步. 当反馈增益参数为 k1 =
9
8

, k2 =

5
2

,k3 = 40,k4 = 3, 此时 λ1 = −0.50 + 4.44i, λ2 =

−0.50−4.44i,满足 |arg(λ1,2)|> qπ/2.

在仿真时，取 q = 0.9, 取初始值 x1(0) = 1,

x2(0) = 2, x3(0) = 3, x4(0) = 4, x5(0) = 5, e1(0) =

−0.5, e2(0) = 0.1, h1(t) = 0.2sin(2t), h2(t) = 2 3
√

t,

k1 =
9
8

, k2 =
5
2

, k3 = 40, k4 = 3.从图 2可看出,系统

(10)实现了修正函数投影同步.

图 2 系统 (10)实现修正函数投影同步误差的时频波图

3.3 分数阶吕混沌系统数值仿真

分数阶吕混沌系统的微分方程为

dq1x1

dtq1
= a(−x1 + x2),

dq2x2

dtq2
=−x1x3 +bx2,

dq3x3

dtq3
= x1x2 − cx3,

(12)

其中 a = 30, b = 22.2, c = 8.8/3.

通过单变量 x3 耦合, 选取 q = q1, q2, q3, 则驱

动响应系统为

dqx1

dtq = a(−x1 + x2),

dqx2

dtq =−x1x3 +bx2,

dqx3

dtq = x1x2 − cx3,

dqx4

dtq = a(−x4 + x5)+ψ1,

dqx5

dtq =−x4x3 +bx5 +ψ2,

(13)

其中, A =

−a a

0 b

 ∈ R2×2, ur = (x1,x2)
T ∈ R2,

us = (x4,x5)
T ∈R2, B=

0 0

0 −1

∈R2×2, F(ur,z) =

(0,x1x3)
T ∈ R2, F(us,z) = (0,x4x3)

T ∈ R2, e = us −
h(t) · ur = (e1,e2)

T ∈ R2, h(t) = (h1(t),h2(t)) ∈ R2,
K = diag(k1,k2) ∈ R2×2.

由 (6)式可得到控制器为
φ1 =

dq(h1(t))
dtq · x1

φ2 = x3e1 + k2e2 +
dq(h2(t))

dtq · x2

.

由 (7)式可直接写出误差动态系统为
dqe1

dtq =−ae1 +ae2

dqe2

dtq = (b+ k2)e2

. (14)

令 J = A−BK =

−a a

0 b+ k2

, 则相应的特征多

项式为

λ 2 +

(
39
5

− k2

)
λ +30k2 −666 = 0,

其中, a1 =
39
5
−k2, a2 = 30k2−666, k2值的选取可以

任意调整,只要其取值满足引理中 n = 2时的条件,

即特征多项式的系数满足 a1 > 0,

∣∣∣∣∣∣a1 1

0 a2

∣∣∣∣∣∣ > 0, 或

满足 a1 < 0, 4a2 > (a1)
2,

∣∣∣∣∣tan−1

(√
4a2 − (a1)2

a1

)∣∣∣∣∣>
qπ
2

, 则系统稳定, 实现了修正函数投影同步.

此时 k2 的取值不惟一, 如取 k2 < −22.21, 使得
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|arg(λi)|> qπ/2,即系统 (14)渐进稳定,实现了修正

函数投影同步.当反馈增益参数为 k2 =−100时,特

征根 λ1 =−30, λ2 =−77.80,满足 |arg(λi)|> qπ/2.

在仿真中, q = 0.96取初始值 x1(0) = 5, x2(0) =

3, x3(0) = 1, x4(0) = 2, x5(0) = 4, e1(0) = 1, e2(0) =

−2, h1(t) = 0.2sin(2t), h2(t) = 2 3
√

t, k2 =−100. 则误

差动态系统 (14)的时频波图如图 3所示. 由图 3可

看出,误差逐渐趋近于零, 即系统 (13)实现修正函

数投影同步.当 h1 =−2,h2 = 0.5时,系统 (13)可实

现修正投影同步 [10],如图 4(a), (b)所示.

图 3 系统 (13)实现修正函数投影同步误差的时频波图

由以上两个仿真结果可得出,通过定理 1对分

数阶混沌系统进行控制时,非耦合的状态变量从任

意初始条件出发能很快达到修正函数投影同步.同

时,只需修改投影因子,也可得到其他的同步,如修

正投影同步 [10]、投影同步 [7] 等. 与文献 [7, 10]相

比,本文方法不仅可以实现投影同步或修正投影同

步, 还可以实现更为一般的修正函数投影同步. 对

于任意的部分线性分数阶混沌系统,只需对系统进

行线性分离, 即可直接得到控制器以及误差系统,

从而很快实现修正函数投影同步、修正投影同步

和投影同步等.

图 4 系统 (13)实现修正投影同步误差的时频波图

4 结 论

本文通过单变量耦合部分线性的分数阶混沌

系统构造出响应系统,实现驱动响应系统的修正函
数投影同步.根据 Routh-Hurwitz条件,提出一种设
计控制器的方案.这种方案对于部分线性的分数阶
混沌系统具有有效性和可行性. 最后, 在已有的混
沌系统基础上, 构造一个新的分数阶混沌系统, 分
析该系统的混沌特性,并用所提出的控制器设计方
案实现了该新系统的修正函数投影同步,并用此方
法实现了分数阶吕系统的修正函数投影同步和修

正投影同步.
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Abstract
In this paper, a method of modified function projective synchronization for a class of partially linear fractional order chaotic

systems is proposed. This kind of system can be constructed by single variable coupling response system. The modified function
projective synchronization controller is designed by Routh-Hurwitz conditions. Theoretical analyses and numerical simulations of two
chaotic systems verify the effectiveness of the proposed method．
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