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平板在任意周期表面热扰动作用下的非 Fourier

热传导的求解与分析*
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分析了平板前表面遭受任意周期热扰动这类非 Fourier传热情形下的温度响应.采用双曲型热传导方程描述平

板表面温度急速变化时的热传导问题.为求解此类方程,首先利用分离变量法和 Duhamel积分原理,得到了平板前

表面遭受突变热流和简谐热流两种情况下的解析解.然后,在此基础上应用 Fourier级数展开法和叠加原理,获得了

平板前表面热流任意周期变化时非 Fourier热传导下温度场的解析表达式. 利用得到的解析表达式进行数值模拟,分

析了不同热松弛时间、不同时刻和不同位置对温度响应的影响,讨论了非 Fourier热传导模型所给出的温度响应与

Fourier热传导模型的差别.这种方法能够处理许多在生产实际中具有周期边界条件的非 Fourier热传导问题.
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1 引 言

自从 17 世纪 Fourier 建立了导热的数学模型,

Fourier定律随之被广泛应用于导热问题分析的各

个领域. 对于热作用时间较长的稳态传热过程以

及热传播速度较快的非稳态常规传热过程, 采用

Fourier定律来描述热流密度与温度梯度之间的关

系是可以满足精度要求的. 但是, Fourier定律不涉

及传热时间项,隐含了热扰动传播速度为无限大的

假设. 随着科学技术的进步,超短激光脉冲的出现

和制冷水平的提高,存在着极高 (低)温条件下的传

热问题和超急速传热问题, 使得 Fourier 定律中的

准平衡条件假设不再成立 [1−4].

为了克服 Fourier定律的局限性, Cattaneo[5] 和

Vernotte[6] 分别独立地提出了具有热流延迟相的非

Fourier热传导模型,计及热流变化率对热传导的影

响,其修正后的热传导方程为

q =−k∇T − τ0
∂q
∂ t

, (1)

其中, q 是热流矢量, T 为温度, k 为热传导率, t 是

时间, τ0为热松弛时间. 方程 (1)结合能量守恒方程

得到以温度 T 描述的双曲线型热传导方程:

a∇2T =
∂T
∂ t

+ τ0
∂ 2T
∂ t2 , (2)

其中, a = k/(ρc)为热扩散系数, ρ 为密度, c为常应

变比热.

为描述热以有限速度传播这一超常规热传导

现象,研究者们对方程 (2)在不同初始条件和边界

条件下进行了求解. Tao 等 [7] 采用数值模拟研究

了固体激光器的非 Fourier 导热问题. 李世荣等 [8]

采用单相延迟模型,研究了薄板在受周期热流边界

条件下板内的温度响应. Sarkar和 Haji-Sheikh[9] 采

用 Laplace变换技术研究了由介电材料制成的有限

平板的双曲型热传导问题. Tang和 Araki[10] 求解了
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表面周期性加热条件下有限介质的非 Fourier热传

导问题. Moosaie[11] 在 Tang等的工作基础上,运用

Fourier 积分表达式, 求解了有限介质在周期表面

热扰动条件下的非 Fourier热传导问题. Barletta和

Zanchini[12] 分析了无限圆柱体存在内热源以及与

外界流体有热对流的情况下的双曲型热传导问题.

Atefi和 Talaee[13] 使用分离变量法求解了边界条件

不随时间变化的无限长圆筒的非 Fourier 温度场.

Mishra 和 Sahai [14] 运用格子 Boltzmann 法研究了

一维圆柱和球体的非 Fourier热传导问题. Jiang[15]

运用 Laplace变换法研究了空心球体在内外两个表

面温度突然变化时的双曲型热传导问题. Shirmo-

hammadi 和 Moosaie[16] 采用分离变量法得到空心

球体在周期表面热流条件下的解析解.

本文主要运用 Duhamel积分和 Fourier级数展

开法得到平板前表面热流任意周期变化时双曲型

热传导方程的解析解.首先采用 Duhamel积分和分

离变量法分析了方程在平板前表面遭受突变热流

和简谐热流这两类特殊情况下解的形式,在此基础

上应用 Fourier级数展开法和叠加原理研究了平板

前表面热流任意周期变化时解的形式. 按照这些表

达式,不同周期边界条件下平板的双曲线热传导行

为得到分析和研究.这为工程应用和数值计算的验

证提供了便利.

2 数学模型

考虑一厚度为 L,边界绝缘,热物性为常数的平

板,假设其初始温度 T (x,0) = T0,从时间 t = 0时起,

平板一表面 x = 0处 (称该表面为平板前表面,另一

面称平板后表面)遭受一热流为 q0 ·q(t)的作用. 在

这种情况下,由方程 (2)可得一维平板的非 Fourier

热传导方程:

τ0
∂ 2T
∂ t2 +

∂T
∂ t

= a
∂ 2T
∂x2 , (3)

其边界条件为

−k
∂T (x, t)

∂x

∣∣∣∣
x=0

= q0

[
q(t)+ τ0

dq(t)
dt

]
,

∂T (x, t)
∂x

∣∣∣∣
x=L

= 0, (4)

初始条件为

T (x,0) = T0,
∂T (x, t)

∂x

∣∣∣∣
t=0

= 0. (5)

为了获得方程 (3)—(5)的无量纲形式,特引入

以下无量纲量:

T̄ = k
T −T0

Lq0
, X =

x
L
,

Fo =
at
L2 , Ve2 =

aτ0

L2 , (6)

式中, Fo是 Fourier数, Ve是 Vernotte数, 1/Ve代表

温度波传播的无量纲速度.
则方程 (3)—(5)无量纲化之后为

Ve2 ∂ 2T̄
∂Fo2 +

∂ T̄
∂Fo

=
∂ 2T̄
∂X2 , (7)

∂ T̄ (X ,Fo)
∂X

∣∣∣∣
X=0

= f (Fo),
∂ T̄ (X ,Fo)

∂X

∣∣∣∣
X=1

= 0,

(8)

T̄ (X ,0) = 0,
∂ T̄ (X ,Fo)

∂Fo

∣∣∣∣
Fo=0

= 0, (9)

式中,

f (Fo) =−
{

q
(

L2

a
Fo

)
+Ve2 d

dFo
q
(

L2

a
Fo

)}
.

(10)

3 分析求解

由于边界条件 (8) 式中的 f (Fo) 是任意函数,

这就使得直接求解方程 (7) 变得不可能. 因此, 首

先假定 f (Fo)为一时间无关量 f ,求解此条件下的

温度场; 其次运用 Duhamel积分, 求解在任意函数

f (Fo)下的温度场.
设在边界条件 f 下方程 (7)的解为

T̄ (r, t) = θ(X ,Fo)+ν(X)+φ(Fo), (11)

ν(X)的定解问题为

d2ν
dX2 = c, (12)

dν
dX

∣∣∣∣
X=0

= f ,
dν
dX

∣∣∣∣
X=1

= 0; (13)

φ(Fo)的定解问题为

Ve2 d2φ
dFo2 +

dφ
dFo

= c, (14)

φ (0) = 0,
dφ
dFo

∣∣∣∣
Fo=0

= 0; (15)

θ(X ,Fo)的定解问题为

Ve2 ∂ 2θ
∂Fo2 +

∂θ
∂Fo

=
∂ 2θ
∂X2 , (16)
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∂θ(X ,Fo)
∂X

∣∣∣∣
X=0

= 0,
∂θ(X ,Fo)

∂X

∣∣∣∣
X=1

= 0, (17)

θ(X ,0) =−ν(X), (18a)

∂θ(X ,Fo)
∂Fo

∣∣∣∣
Fo=0

= 0; (18b)

微分方程 (12)在边界条件 (13)下的特解为

ν(X) =

(
−X2

2
+X

)
f = A(X) f ; (19)

微分方程 (14)在边界条件 (15)下的特解为

φ(Fo) =Ve2
(

1− Fo
Ve2 − e−

Fo
Ve2

)
f . (20)

采用分离变量法求解偏微分方程 (16),令

θ(X ,Fo) = Y (X)Z(Fo). (21)

将 (21)式代入方程 (16),得到以下两个常微分方程

d2Y
dX2 +λ 2Y = 0, (22)

Ve2 d2Z
dFo2 +

dZ
dFo

+λ 2Z = 0, (23)

其中 λ 为分离常数. 常系数齐次线性微分方程 (22)

在边界条件 (17)下的解为

Y =C cos(λnX) =CR(λnX) , (24)

式中, λn = nπ, n是自然数.

方程 (23)在边界条件 (18b)下的解为

Zn(Fo) =

{
sinh

(
βnFo
2Ve2

)
+βn cosh

(
βnFo
2Ve2

)}
e−

Fo
2Ve2

βn =实数{
sin

(
β1nFo
2Ve2

)
+β1n cos

(
β1nFo
2Ve2

)}
e−

Fo
2Ve2

βn = β1n i

,

(25)

式中

βn =
√

1−4Ve2λ 2
n . (26)

把 (24)和 (25)式代入方程 (21)得

θ(X ,Fo)

=
N

∑
n=0

Cn

{
sinh

(
βnFo
2Ve2

)
+βn cosh

(
βnFo
2Ve2

)}
× e−

Fo
2Ve2 R(λnX)

+
∞

∑
n=N+1

Cn

{
sin

(
β1nFo
2Ve2

)
+β1n cos

(
β1nFo
2Ve2

)}
× e−

Fo
2Ve2 R(λnX) , (27)

式中,当 n 6 N 时, βn 为实数.
(27) 式满足边界条件 (18a), 再利用特征函数

(24)式的正交性可得

Cn =−

∫ 1

0
A(X)R(λnX) dX∫ 1

0
|βn|R2 (λnX) dX

f = ξn f . (28)

把 (19)和 (24)式代入 (28)式得

ξn =



−1
3

n = 0

2
βnλ 2

n
0 < n 6 N

2
β1nλ 2

n
n > N

. (29)

因此由方程 (11)可得边界条件不随时间变化时的
温度场 T̄ (X ,Fo)的表达式

T̄ (X ,Fo) = Q(X ,Fo) f , (30)

式中,

Q(X ,Fo)

= − X2

2
+X +Ve2

(
1− Fo

Ve2 − e−
Fo

Ve2

)
+

∞

∑
n=0

ξnZn(Fo)R(λnX). (31)

当边界条件为任意随时间变化量 f (Fo)时,运
用 Duhamel积分求解此条件下的温度场:

T̄ (X ,Fo) =
∫ Fo

0

∂Q(X ,Fo′)
∂Fo′

f
(
Fo−Fo′

)
dFo′. (32)

把 (10)式代入 (32)式,并采用分部积分可得:

T̄ (X ,Fo)

=−
∫ Fo

0

[
∂Q(X ,Fo′)

∂Fo′
+Ve2 ∂ 2Q(X ,Fo′)

∂Fo′2

]
×q

[
L2

a

(
Fo−Fo′

)]
dFo′. (33)

把 (31)式代入 (33)式得平板前表面受到任意
热扰动时非 Fourier导热下的温度场:

T̄ (X ,Fo) =
∫ Fo

0
q
[

L2

a

(
Fo−Fo′

)]
dFo′

+
∞

∑
n=0

ξnMn(Fo)R(λnX), (34)

式中
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Mn(t) =


1−β 2

n

4Ve2

∫ Fo

0

[
sinh

(
βnFo′

2Ve2

)
+βn cosh

(
βnFo′

2Ve2

)]
e−

Fo′
2Ve2 q

[
L2

a

(
Fo−Fo′

)]
dFo′ βn =实数

β 2
1n +1
4Ve2

∫ Fo

0

[
sin

(
β1nFo′

2Ve2

)
+β1n cos

(
β1nFo′

2Ve2

)]
e−

Fo′
2Ve2 q

[
L2

a

(
Fo−Fo′

)]
dFo′ βn = β1n i

. (35)

当 Ve → 0 时, 方程 (7) 对应经典 Fourier 导热

的情形. 此时 βn 为实数, (35)式变为

Mn(t) = lim
Ve→0

1−β 2
n

4Ve2

∫ Fo

0

[
sinh

(
βnFo′

2Ve2

)
+βn cosh

(
βnFo′

2Ve2

)]
× e−

Fo′
2Ve2 q

[
L2

a

(
Fo−Fo′

)]
dFo′. (36)

把 (26)式代入 (36)式进行整理得:

Mn(Fo) = λ 2
n

∫ Fo

0
e−λ 2

n Fo′q
[

L2

a

(
Fo−Fo′

)]
dFo′.

(37)

把 (37)式代入 (34)式可得经典 Fourier导热时平板

内部的温度场.

4 结果分析与讨论

为了得到任意周期边界条件下平板温度场的

解析解, 将做如下递进式推导. 4.1 给出了边界条

件为常数的情况; 4.2的边界条件为简谐周期函数;

4.3 在前两步的基础上, 计算与讨论了边界条件可

用 Fourier级数展开的任意周期函数的情况.

4.1 突变边界条件

当厚度为 L的平板前表面遭受大小为 q0 的突

变热扰动 (q(t) = 1)时,无量纲化后

f (Fo) =−1. (38)

此时 (30)式就是方程 (7)在边界条件为常数下的解

T̄ (X ,Fo) =−Q(X ,Fo). (39)

对于 Fourier导热,当 Ve → 0时,方程的解为

T̄ (X ,Fo)

=−

{
−X2

2
+X −Fo+

∞

∑
n=0

ξnR(λnX)e−λ 2
n Fo

}
.

(40)

根据 (39)式,可以计算得到厚度为 L的平板前

面遭受一突变热扰动时的温度分布.为了验证结果

的可靠性,直接对方程 (7)—(9)进行数值求解. 图 1

给出了平板前表面遭受突变热扰动时,在 Ve = 0.8

下,平板后表面温度响应的数值解与解析解的对比.

可以看出, 数值解和解析解的误差非常小, 几乎看

不到差异,从而验证了解析解的正确性.

图 1 平板前表面遭受突变热扰动时后表面温度响应的数值

解与解析解的比较

图 2 平板前表面遭受突变热扰动时不同热松弛时间 Ve下的
表面温度响应 (a)前表面温度响应; (b)后表面温度响应
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图 2 给出了平板前表面遭受突变热扰动时不
同无量纲热松弛时间 Ve 下, 平板两表面无量纲温
度随无量纲时间的变化曲线.可以看出当 Ve = 0.3,
0.6, 0.8时, 其温度分布曲线与典型的 Fourier温度
分布曲线已不一致,尤其是当 Ve = 0.6, 0.8时,其曲
线有了凸凹点, 热传导的非 Fourier 效应变得更加
明显. 从图 2(b) 可以看出其温度响应曲线均存在
一明显的延迟,由于热波的传播速度为 1/Ve,所以
在平板后表面 (无量纲化后 X = 1), 其延迟时间为
Fo0 =Ve.

4.2 简谐变化边界条件

当厚度为 L的平板前表面遭受一幅值为 q0,角

频率为 α 的简谐热扰动 (q(t) = cos(αt))时

q
[

L2

a

(
Fo−Fo′

)]
= cos

[
1

Fo1

(
Fo−Fo′

)]
, (41)

式中, Fo1 = a/αL2.

把 (41)式代入 (34)和 (35)式得平板前表面热

扰动简谐变化时平板内部的温度场分布

T̄ (X ,Fo) = Fo1 sin
(

Fo
Fo1

)
+

∞

∑
n=0

ξnTn(Fo)R(λnX), (42)

式中

Tn(Fo) =



(
β 2

n −1
)

Fo1(
Fo2

1 −β 2
n Fo2

1 +4Ve4
)2

+16β 2
n Ve4Fo2

1

{
−
[(

1−β 4
n

2

)
Fo3

1 −2
(
β 2

n −1
)

Ve4Fo1

]
×sinh

(
βnFo
2Ve2

)
e−

Fo
2Ve2 −βn

(
β 2

n −1
)

Fo3
1 cosh

(
βnFo
2Ve2

)
e−

Fo
2Ve2 −

[
−βn

(
β 2

n +3
)

Ve2Fo2
1

−4βnVe6
]

sin
(

Fo
Fo1

)
+βn

(
β 2

n −1
)

Fo3
1 cos

(
Fo
Fo1

)}
βn =实数

−
(
β 2

1n +1
)

Fo1(
Fo2

1 +β 2
1nFo2

1 +4Ve4
)2 −16β 2

1nVe4Fo2
1

{[(
1−β 4

1n
2

)
Fo3

1 +2
(
β 2

1n +1
)

Ve4Fo1

]
×sin

(
β1nFo
2Ve2

)
e−

Fo
2Ve2 +β1n

(
β 2

1n +1
)

Fo3
1 cos

(
β1nFo
2Ve2

)
e−

Fo
2Ve2 +

[
β1n

(
β 2

1n −3
)

Ve2Fo2
1

−4β1nVe6
]

sin
(

Fo
Fo1

)
−β1n

(
β 2

1n +1
)

Fo3
1 cos

(
Fo
Fo1

)}
βn = β1n i

.

(43)

对于 Fourier导热,当Ve → 0时,把 (41)式代入 (34)
和 (37)式可得

T̄ (X ,Fo) = Fo1 sin
(

Fo
Fo1

)
+

∞

∑
n=0

ξnTn(Fo)R(λnX), (44)

式中

Tn(Fo) =
λ 2

n Fo1

1+λ 4
n Fo2

1

[
−λ 2

n Fo1 e−λ 2
n Fo + sin

(
Fo
Fo1

)
+λ 2

n Fo1 cos
(

Fo
Fo1

)]
. (45)

使用 (42)式,可以模拟得到厚度为 L的平板在

其前表面受到简谐热扰动时,平板前后两表面的温

度响应.

图 3给出了平板前表面在简谐热流作用下,当

Fo1 = 0.25, Ve = 0.8时,平板前后两表面的温度响

应曲线, 反映出了非 Fourier 热传导的瞬态温度特

性. 从图 3 可以看出两条曲线都存在一系列阶跃

点, 它们表示温度波波前经过边界的传播和反射

到达的时刻.由于热波的传播速度为 1/Ve,所以在

两表面 X(X = 0,1) 处, 阶跃点位置为 Fo = Ve ·X ,

Ve(2+X), Ve(4+X) , · · · . 由于扩散的作用,前表面

温度波的阶跃值和幅值要比后表面的大.从图 3还

可以看出温度波曲线的阶跃点随着时间的增加而

减小并逐渐消失,曲线最终变成光滑的周期曲线.
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图 3 平板前表面遭受简谐热扰动时前后两表面的温度响应

(Fo1 = 0.25, Ve = 0.8)

图 4 平板前表面遭受简谐热扰动时不同热松弛时间 Ve下前后
两表面的温度响应 (Fo1 = 0.25) (a)前表面温度响应; (b)后表
面温度响应

图 4 给出了在前表面遭受简谐热扰动和
Fo1 = 0.25 的情况下, 不同无量纲热松弛时间 Ve

下, 平板前后两表面处无量纲温度随无量纲时间
的变化曲线, 以及采用 (44) 式得到的 Fourier 热传

导模型下的温度响应曲线. 从图中可以看出, 随着

热松弛时间 Ve的减小,热波的传播速度增大,热量

能够迅速地传递,从而导致平板内温度响应的幅值

也随之减小,非 Fourier效应逐渐减弱. Ve越小,非

Fourier和 Fourier的温度响应曲线越接近.

4.3 任意周期边界条件

当厚度为 L 的平板前表面遭受任意周期热流

变化时, 假设该周期函数 q0 · q(t) 的周期为 2l. 在

实际问题中, q(t) 只能在 t > 0 上有定义, 故我们

可以在 t < 0的区间内将函数 q(t)进行偶延拓, 使

q(t) = q(−t),即延拓后的函数为偶函数. 这样周期

函数 q(t)可以展开成余弦级数的形式

q(t) =
a0

2
+

∞

∑
i=1

ai cos
iπt
l
, (46)

式中, ai 为 Fourier系数,可以由三角函数的正交性

计算得到

ai =
2
l

∫ l

0
q(t)cos

iπt
l

dt (i = 0,1,2, · · ·) . (47)

由于控制方程 (7),边界条件 (8)和初始条件 (9)

都是线性的, 满足叠加原理, 为此我们可以先求方

程 (7)在满足以下边界条件情况下的解:

∂ T̄ (X ,Fo)
∂X

∣∣∣∣
X=0

= fi(Fo),
∂T (X ,Fo)

∂X

∣∣∣∣
X=1

= 0,

(48)

式中

fi(Fo) = −ai

q
(

Fo
Fo1i

)
+Ve2

dq
(

Fo
Fo1i

)
dFo

 ,

Fo1i =
a

αiL2 , αi =
iπ
l
. (49)

当 i > 1时,方程 (7)在边界条件 (48)和初始条

件 (9)下的解可以根据 (42)和 (43)式得到:

T̄i(X ,Fo) = ai

[
Fo1i sin

(
Fo

Fo1i

)
+

∞

∑
n=0

ξnTin (Fo)R(λnX)

]
(i > 1), (50)

式中
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Tin(Fo) =



(
β 2

n −1
)

Fo1i(
Fo2

1i −β 2
n Fo2

1i +4Ve4
)2

+16β 2
n Ve4Fo2

1i

{
−
[(

1−β 4
n

2

)
Fo3

1i −2
(
β 2

n −1
)

Ve4Fo1i

]
×sinh

(
βnFo
2Ve2

)
e−

Fo
2Ve2 −βn

(
β 2

n −1
)

Fo3
1i cosh

(
βnFo
2Ve2

)
e−

Fo
2Ve2 −

[
−βn

(
β 2

n +3
)

Ve2Fo2
1i

−4βnVe6
]

sin
(

Fo
Fo1i

)
+βn

(
β 2

n −1
)

Fo3
1i cos

(
Fo

Fo1i

)}
βn =实数

−
(
β 2

1n +1
)

Fo1i(
Fo2

1i +β 2
1nFo2

1i +4Ve4
)2 −16β 2

1nVe4Fo2
1i

{[(
1−β 4

1n
2

)
Fo3

1i +2
(
β 2

1n +1
)

Ve4Fo1i

]
×sin

(
β1nFo
2Ve2

)
e−

Fo
2Ve2 +β1n

(
β 2

1n +1
)

Fo3
1i cos

(
β1nFo
2Ve2

)
e−

Fo
2Ve2 +

[
β1n

(
β 2

1n −3
)

Ve2Fo2
1i

−4β1nVe6
]

sin
(

Fo
Fo1i

)
−β1n

(
β 2

1n +1
)

Fo3
1i cos

(
Fo

Fo1i

)}
βn = β1n i

.

(51)

当 i = 0时,方程 (7)的解可以由 (39)式得到:

T̄0(X ,Fo) =−a0

2
Q(X ,Fo). (52)

把 (50)与 (52)式进行叠加,可得平板表面温度任意

周期变化时的非 Fourier温度场:

T̄ (X ,Fo) =
∞

∑
i=0

T̄i(X ,Fo). (53)

当Ve→ 0时,根据叠加原理与 (40), (44)和 (45)

式, 可得在任意周期边界条件下的非 Fourier 导热

温度场:

T̄ (r, t)

= − a0

2

[
− X2

2
+X −Fo+

∞

∑
n=0

ξnR(λnX)e−λ 2
n Fo

]
+

∞

∑
i=1

ai

[
Fo1i sin

(
Fo

Fo1i

)
+

∞

∑
n=0

ξnTin(Fo)R(λnX)

]
,

(54)

式中

Tin(Fo) =
λ 2

n Fo1i

1+λ 4
n Fo2

1i

[
−λ 2

n Fo1i e−λ 2
n Fo + sin

(
Fo

Fo1i

)
+λ 2

n Fo1i cos
(

Fo
Fo1i

)]
. (55)

4.4 应用举例

设 q(t)是周期为 2π的三角波函数 (如图 5所

示),它在 [0,2π)上的表达式为

q(t) =


t − π

2
0 6 t < π

−t +
3π
2
π6 t < 2π

. (56)

将函数 q(t)进行偶延拓后,展开成余弦级数

q(t) = − 4
π

∞

∑
i=1

1

(2i−1)2 cos(2i−1) t

(0 6 t < ∞). (57)

将 (57)式分别代入 (53)式和 (54)式得三角波
条件下的非 Fourier和 Fourier导热温度场.

图 5 三角波热扰动

图 6 给出了在前表面遭受三角波热扰动和
a/L2 = 0.25 的情况下, 不同无量纲热松弛时间 Ve

下,平板前后两表面处无量纲温度随无量纲时间的
变化曲线. 从图 6 可以看出, 该温度响应曲线除具
有前面介绍的规律外,还具有随着 Ve的增大,特别
是 Ve = 0.50 时, 温度响应曲线形状越接近前表面
输入的三角波热扰动信号这样的现象. 这是因为,
Ve越大,热波的传播速度越小,其延迟效应越明显,
随着时间的增加, 当阶跃消失时, 其温度响应曲线
形状将越接近输入信号.
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图 6 平板前表面遭受三角波热扰动时不同热松弛时间 Ve下
前后两表面的温度响应 (a/L2 = 0.25) (a) 前表面温度响应;
(b)后表面温度响应

5 结 论

本文首先通过分离变量法和 Duhamel 积分原

理,对平板前表面遭受突变热扰动和简谐热扰动这

两类边界条件下的非 Fourier热传导问题进行了分

析求解,在此基础上,利用 Fourier级数展开法和叠

加原理,得到了双曲线型热传导方程在平板前表面

遭受任意周期变化热流时这个最一般情况下的解

析解.通过理论计算与数值模拟, 展示了非 Fourier

热传导模型所给出的温度响应与 Fourier热传导模

型的如下差别:

1) 温度响应曲线存在一系列的阶跃点, 在

两表面 X(X = 0,1) 处, 它们依次出现的时间为

Fo = Ve ·X , Ve(2+X), Ve(4+X), · · · , 但随着时间
的延长,温度响应曲线逐渐变得光滑;

2)同一位置处,温度响应的幅值随着热松弛时

间 Ve的减小而减小,最终趋近于 Fourier热传导时

的温度响应幅值;

3) 具有有限的传播速度, 其大小与 1/Ve 成线

性关系;

4)热松弛时间 Ve越大,温度响应曲线的形状

越和前表面遭受的热流形状相似.
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Abstract
In this paper, the non-Fourier heat conduction in a plane slab under arbitrary periodic surface thermal disturbance is solved

analytically. Hyperbolic heat conduction equation is employed to describe this problem involving high-rate change of temperature.
Firstly, when the plane slab surface is subjected to a sudden heat flux change or a harmonic heat flux change, the analytic solution of
this problem is found by using the separation of variables method and Duhamel’s principle. On this basis, when the plane slab surface
is subjected to an arbitrary periodic heat flux change, the analytic solution of temperature field is obtained by using the Fourier series
and the principle of superposition. Using the obtained analytical solution, the temperature profiles of the plane slab are analyzed, and
the differences between the temperature response obtained by using non-Fourier heat conduction model and that obtained by using
Fourier model are discussed. This solution can be applied to more realistic periodic boundary conditions in technology.
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