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基于自回归模型的光阱中粒子运动模拟*
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通过分析光阱中颗粒位移信号特性,建立描述粒子受限布朗运动过程的自回归模型,进而提出了一种基于自回

归模型的光阱中颗粒运动信号模拟的新方法. 对半径为 1 µm的粒子处于光阱刚度分别为 10, 20, 50 pN/µm光阱时

的位移信号进行了模拟,得到的模拟位移信号的自相关函数与理论值相一致.为了进一步阐明自回归模型的有效性,

在相同光阱参数下,分别采用自回归模型与蒙特卡罗方法模拟光阱中微粒的位移信号,采用功率谱法分别对两种模

拟方法所得的微粒位移标定光阱刚度,结果表明自回归模型方法能够取得和蒙特卡洛法相同的精度.因此,本文为

分析光阱中粒子的随机运动提出了一种新的模拟方法,可以用来对光阱中的噪声及特性进行分析.
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1 引 言

光镊具有非机械接触式操纵微米粒子和测量

微小力的功能, 被广泛应用于生物大分子相互作
用、胶体化学等研究领域 [1−3]. 光阱刚度的标定
是光镊进行定量测量研究的基础之一.目前使用较
多的光阱刚度标定方法是自相关法 [4,5] 和功率谱

法 [6,7]. 这两种光阱刚度测量方法都是采用光电管
采集微粒的位移信号,之后根据相应的理论模型对
位移信号数据进行拟合处理得到光阱刚度.由于在
采集过程中不可避免地受到探测器白噪声以及周

围环境噪声的干扰, 对测量的精度必然产生影响,
因此噪声的分析对提高光阱刚度精度非常重要.但
获取无噪声的粒子布朗运动信号需比较昂贵的实

验设备和苛刻的实验环境,计算机模拟是获取这种
信号的理想方法. 此前已有使用蒙特卡罗模拟 [8,9]

对粒子位移信号进行模拟,对光阱中噪声及光阱稳
定性进行了研究. 近年来, 自回归 (auto-regressive,
AR) 模型因其计算量小、速度快而广泛用于随机
振动和时间系列分析中. 本文建立了一种用于光镊
系统的粒子位移探测信号模拟的自回归模型,对半

径为 1 µm粒子在不同激光功率下 (不同的光阱刚
度)粒子位移信号进行了模拟. 仿真结果表明,该方
法可以有效模拟光阱中粒子运动,因而可为光阱刚
度标定误差研究提供指导.

2 光阱中粒子的运动特征

光镊势场中的微米粒子由于受周围液体分子

的扰动, 在平衡点附近做无规则热运动. 光阱中粒
子运动的 Langevin方程为 [5,10,11]

mẍ+ γ ẋ+ kxx = f (t), (1)

其中 m 是粒子的质量, γ 为黏滞常数, γ = 6πηr,
其中 η 为黏滞系数, r 为粒子半径; kx 为光阱一维

刚度; f (t) 为粒子布朗运动的随机力, 该随机力满
足 [6]: ⟨ f (t)⟩= 0, ⟨ f (t) f (t ′)⟩= 2γKbT δ (t − t ′).
在低雷诺数下, 微粒在光阱中的运动是过

阻尼运动, 惯性项可以忽略, 则 (1) 式可写成

ẋ +
1
τ0

x =
1
γ

f (t), 其中 τ0 = γ/kx, 此时, 粒子位移

自相关函数为

⟨x(t)x(t + τ)⟩= kbT
kx

exp(−τ/τ0) . (2)
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光阱中粒子的位移信号是均值为零的随机信

号, 其自相关函数是时间差函数, 所以粒子的位移
信号 xt 是一平稳随机过程. 平稳随机过程可用自回
归滑动平均模型 (ARMA)来描述,即用白噪声作为
一组线性差分方程的激励项来产生这一平稳随机

过程. 理论上,任意 ARMA过程均可用 AR过程表
示. 由于 ARMA模型为非线性,求解复杂,而 AR模
型为线性, 具有建模简单、计算迅速、预测容易、
参数易于估计,所以我们选择 AR模型来描述光阱
中粒子的位移信号.在用 AR模型模拟随机信号的
实际应用中,用有限阶的 AR模型模拟随机信号,这
时 AR系统相当于一组数字滤波器,它将白噪声变
成近似具有目标相关函数的离散随机过程 [12−16].
对于粒子受限布朗运动信号的模拟,可以将粒子位
移信号看成是一个具有理论相关函数的自回归随

机过程,而某一光阱刚度下的粒子位移的相关函数
是可求的. 因此, 用 AR 模型模拟光阱中粒子运动
信号是可行性的.

3 光阱中粒子位移信号模拟

3.1 光阱中的粒子位移自相关函数

由前面的推导可知光阱中的粒子运动位移的

自相关函数是一指数衰减函数,记为

rx (τ) = ⟨x(t)x(t + τ)⟩= kbT
kx

exp(−τ/τ0) ,

rx (0) =
kbT
kx

,

归 一 化 自 相 关 函 数: Rx (τ) = rx (τ)/rx (0) =

exp(−τ/τ0),其中 τ0 = γ/kx.

3.2 光阱中粒子运动的 AR模拟

粒子的布朗运动的 AR过程可看成是 AR模型
在均值为零、方差为 δ 2

ω 的白噪声激励下的输出,
则 AR模型下微粒在光阱中的位移信号可写成

x(n) =−
p

∑
k=1

akx(n− k)+ω(n), (3)

其中 ak(k = 1,2, · · · , p) 为自回归系数, p 为模型阶
数. p阶自回归模型表示为 AR(p). 由 (3)式定义的
AR(p)过程 {x(n)},可以看作是白噪声序列 {ω(n)}
通过一个传递函数为

H(z) = 1
/(

1+
p

∑
k=1

akz−k

)

的全极点滤波器产生的.
因此, 只要设计一个全极点滤波器 H(z), 使它

满足 (3) 式, 再用白噪声序列通过该滤波器, 输出
的随机序列 {x(n)}就具备特定的功率谱特性,功率
谱和自相关函数是一对傅里叶变换对,则随机序列
{x(n)}具备特定的自相关函数. 由 (3)式知,若确定
了方差 δ 2

ω 和系数 ak(k = 1,2, · · · , p),就可确定 AR
模型. 这样, 粒子位移信号的模拟问题就转换为对
给定相关函数求解其 AR模型参数的问题.

3.3 模型参数

光阱中的粒子位移 x(n)的自相关函数为

rx(m) = E [x(n)x(n+m)] , (4)

将 (3)式代入 (4)式得

rx (m) =−
p

∑
k=1

akrx (m− k)+E [x(n)ω (n+m)] , (5)

因为 x(n)仅与 ω(n)有关,而与 n以后时刻的白噪

声序列无关,则 (5)式中

E [x(n)x(n+m)] =

0 m > 0

δ 2
ω m = 0

,

那么 (5)式化为

rx(m) =


−

p

∑
k=1

akrx(m− k) m > 0

−
p

∑
k=1

akrx(m− k)+δ 2
ω m = 0

. (6)

将 m = 1,2, · · · , p代入 (6)式,并考虑相关函数的偶
对称性 (x(n)是实信号)得

rx(0) rx(1) · · · rx(p)

rx(1) rx(0) · · · rx(p−1)
...

...
. . .

...

rx(p) rx(p−1) · · · rx(0)




1

a1
...

ap

=


δ 2

ω

0
...

0

 ,
(7)

(7)式就是 p阶 Yule Walker方程. 只要已知输出信
号 x(n) 的前 p+ 1 个自相关函数 rx(0), rx(1), · · · ,
rx(p)就可以解此方程. Yule Walker方程求解可由
Levison-Durbin递推算法 [16]求得.
当模型阶数 p = 1时,系数

a1 =−rx (1)/rx (0) ,

δ 2
1 = rx (0)+a1rx(1). (8)
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当模型阶数 p = 2, 3, · · · ,m各阶时,递推关系式为

km = −

[
m−1

∑
k=1

am−1 (k)rx (m− k)+ rx (m)

]
/ρm−1,

(9)

am(k) = am−1 (k)+ kmam−1(m− k)

(k = 1,2, · · · ,m−1), (10)

ρm = ρm−1
(
1− k2

m
)
, (11)

其中 km 称为反射系数, am (k) 为第 m 阶时的第
k 个系数, ρm 为 m 阶时前向预测最小功率误差
(ρm = δ 2

m), δ 2
m 为第 m 阶时白噪声序列的方差. 按

(9)—(11)式递推得到各阶模型的参数 a1, a2, · · · , ak

和 δ 2
ω .

3.4 模型阶数选择

在具体选择 AR 模型阶数时, 一般以保证具
有较好的模拟效果为原则. 通常认为, 模型阶数
选得越高, 模拟效果越好, 但当阶数达到一定数
值后, 则阶数的增大仅在原有 AR 模型中引入一
些系数接近为零的高阶项, 对模拟的精度影响不
大. 因此 AR 模型阶数的选取应综合考虑运算量、
模拟精度两个因素来确定. 目前判断 AR 阶次常
用的准则有最终预测误差准则 (FPE) 和信息论
准则 (AIC). 这里, 我们选择最终预测误差准则,

FPE(m) = σ2
m

(N +m+1
N −m+1

)
其中 m 为模型阶数, σ2

m

为 m阶模型激励源的方差, N 是样本数据点数. 括
号内的数值随着 m的增大而增加,这反映预测误差
功率估计的不精确性在增加. 由于 σ2

m 随阶数的增

加而减小, 所以, FPE(m) 将有一个最小值, 该最小
值所对应的阶数 m便是最后所确定的阶.

3.5 粒子运动信号模拟的算法

1) 确定序列的自相关函数. 对于给定粒子位
移的自相关函数 rx(t) 采样得到自相关函数序列,

rx(n) = rx(t) |t = nT (n = 1,2, · · · ,N), N 为任意模拟

序列的长度, T 为采样周期.

2) 按 Levison-Durbin 递推算法计算各阶模型

参数及 δ 2
ω ,并确定模拟阶数 p.

3) 在一定阶数 p 下, 产生均值为零, 方差为

δ 2
ω = δ 2

p 的高斯白噪声序列 {ω(n)}.

4)利用 AR(p)阶模型递推求得近似理论相关

函数的粒子位移序列 {x(n)},其长度为 N1.

4 模拟结果分析

模拟实验条件为: 测量温度 25 ◦C, 粒子半径

为 1 µm, 光阱刚度分别为 10, 20, 50 pN/µm, 玻

尔兹曼常数 1.3807× 10−23 J·K−1, 水的黏度系数

0.89× 10−3 N·s−1·m−2. 按 (2) 式对自相光函数曲

线离散化为序列, 抽样周期 T = 0.00005 s (即抽样

频率 f = 20 kHz),抽样序列长度为 N = 4000;按照

Levison-Durbin 递推算法计算各阶模型参数及 δ 2
ω ,

根据最终预测误差准则确定模拟阶数 p = 1, 并产

生相应的高斯白噪声随机序列 {ω(n)}; 再根据 (3)

式产生不同刚度的光阱中粒子模拟的位移信号,位

移信号的采样频率 f = 20 kHz,模拟时间的总长度

为 0.1 s信号如图 1所示.

为了考察模拟效果, 我们将模拟数据长度取

N1 = 106, 三种模拟信号的自相关函数曲线与理论

的自相关曲线如图 2所示. 结果表明不同刚度的光

阱捕获粒子的模拟位移信号的自相关函数与理论

值符合.

分别采用自回归模型法和蒙特卡罗法 [8] 对光

阱中粒子位移信号进行模拟,每种方法都产生了 10

组模拟信号,用功率谱法分别对两种模拟方法得到

的模拟信号标定光阱刚度,标定的结果见表 1.

表 1 AR法和蒙特卡罗法模拟光阱信号的刚度比较

实际刚度 kx/pN·µm−1
AR法模拟刚度 kx/pN·µm−1 蒙特卡罗模拟刚度 kx/pN·µm−1

大小
误差/%

大小
误差/%

平均 标准偏差 平均 标准偏差

10 10.105 0.232 1.050 10.165 0.259 1.650

20 20.025 0.223 0.125 20.133 0.281 0.665

50 50.469 0.443 0.938 50.338 0.530 0.676
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图 1 AR模型的模拟信号 (a) kx = 10 pN/µm; (b) kx = 20
pN/µm; (c) kx = 50 pN/µm

从表 1可见, AR法模拟刚度的方法与蒙特卡

罗模拟方法具有相当的精度及标准偏差, 表明 AR

法模拟光阱刚度是可行的.

图 2 理论相关函数和模拟相关函数

5 结 论

利用建立的光阱捕获粒子随机过程的自回

归模型, 对半径为 1 µm 的粒子, 对刚度为 10, 20,

50 pN/µm 的光阱中粒子位移信号进行模拟, 得到

的模拟信号自相关函数能很好地符合理论相关函

数,证明采用自回归模型模拟产生光阱中微粒位移

信号是可行的. 将 AR模型方法和蒙特卡罗模拟得

到的光阱中微粒位移信号采用功率谱法标定光阱

刚度,结果显示本文所提的 AR模型方法能够有效

模拟光阱中粒子布朗运动.本文的研究结果提供了

一种产生光阱中粒子布朗运动信号的新方法,对研

究光阱刚度测量方法、充分了解光阱参数测量中

误差来源具有重要意义.
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optical trap based on the auto-regressive model∗
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Abstract
An auto-regressive (AR) model is established by analysing the characteristic of the particle motion in an optical trap. In this

paper, a new method based on the AR model is investigated to simulate the Brownian motion of the particle in an optical trap. When
optical stiffness values are 10, 20, 50 pN/µm respectively, the displacement signals of 1 µm diameter particle in these optical traps
are simulated with this method. Their simulative autocorrelation function of the motion of the particle accords with their theoretical
autocorrelation function. In order to further clarify the validity of the model, the particle signals are respectively simulated with the AR
model method and the Monte-Carlo method, then the stiffness values are calibrated with power spectrum density method. The results
show that the stiffness value based auto-regressive simulation can have the same precision as that based the Monte-Carlo simulation,
therefore, the AR method can simulate effectively the motion of the particle in the optical trap.

Keywords: optical trap, Brownian motion, signal simulation, auto-regressive model
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