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输入受限的混沌系统同步控制*
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在混沌系统的同步控制中,由于混沌系统对初始状态的敏感性,一旦两个混沌系统的状态初值偏差大,其状态

同步往往需要高幅值的控制律来达到,这给同步控制实现带来了困难,并且在同步控制中,两个混沌系统的初始值

通常是未知的. 本文考虑控制输入受限情况下的混沌同步控制问题,基于符号函数的近似表示式,将受限的控制输

入建模为连续可微的光滑函数,在每一个采样点将同步控制误差系统近似为局部最优线性模型并设计连续型线性

二次型调节器 (LQR)最优控制律.为降低混沌同步控制律的幅值和维持同步系统采样时刻之间的动态,设计了等价

的离散最优控制律,并通过调整 LQR性能加权矩阵值,确保同步控制信号不会超出其受限的上界. 最后对统一混沌

模型下的三种不同混沌系统同步控制进行了仿真研究.仿真结果验证了方法的有效性.
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1 引 言

近年来,混沌系统的同步控制是非线性控制领
域的研究热点之一 [1−11]. 由于混沌系统对于其初
始状态值非常敏感, 微小的初值改变往往会引起
混沌系统状态轨线形状及其稳定性的剧烈波动,这
使得混沌系统的同步控制变得困难.在混沌系统同
步控制研究中, Ott 等 [12] 首先提出了混沌系统的

OGY 控制策略. Pecora 和 Carroll[13] 提出了 “混沌
同步”的概念并实现了同一信号驱动下两个耦合混
沌系统的状态同步. 随着现代控制理论的发展, 研
究者们提出了一系列新的同步控制方法,如滑模控
制方法 [2,3]、基于 PIα 控制器的方法 [4]、鲁棒自适

应模糊控制 [5]、自适应 H∞反馈控制方法
[7]、神经

网络方法 [8],基于状态观测的方法 [9]、单变量反馈

控制方法 [10,11] 以及线性化方法 [14] 等. 与此同时,
混沌系统在保密通信和信息处理等领域也引起了

越来越多的关注 [15−21].
在已有的混沌同步控制方法研究中,很少考虑

同步控制输入受限的问题.由于实际中混沌系统的
初始状态往往是未知的,因此一旦两个混沌系统初

始状态值偏差稍大,其状态同步的实现往往需要高

幅值或高增益的控制律来达到,这有可能使得控制

器或执行器处于饱和工作状态,甚至会损坏系统的

元器件, 给混沌系统的同步控制实现带来困难. 因

此,研究输入受限情形下的混沌同步控制问题具有

重要的现实意义.

本文考虑在控制输入受限情形下,研究混沌系

统的同步控制问题. 针对输入的受限约束式, 采用

连续可微的 signl(•)函数来近似表示, 将混沌同步

控制误差系统建模为具有连续可微特性的非线性

系统. 利用局部最优线性化方法, 将误差系统在每

一个采样点上近似为最优线性模型,并针对此模型

设计了线性二次型调节器 (LQR)最优控制律.为了

降低同步控制律的幅值大小, 避免控制输入饱和,

采用了两个方法: 一是对所设计的连续型 LQR最

优控制律,利用等价离散化的方法设计了其离散最

优控制律, 不仅可以降低控制律的幅值, 而且保证

了同步采样控制系统的状态在采样点之间的动态

拟合于其连续控制系统的动态特性;二是通过调整

LQR性能指标的加权矩阵,避免控制输入进入饱和

区域.最后对统一形式表述的混沌系统同步控制进
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行了仿真验证.

2 混沌系统同步控制模型

文献 [1]中采用如下的一组动态方程组表示了

Lorenz系统、Chen系统和 Lü系统三种不同混沌系

统的统一模型.

dx(t)
dt

= (25α +10)(y(t)− x(t)),

dy(t)
dt

= (28−35α)x(t)− x(t)z(t)

+(29α −1)y(t),

dz(t)
dt

= x(t)y(t)− 8+α
3

z(t),

(1)

其中, x(t), y(t) 和 z(t) 为状态变量, α ∈ [0,1] 为系

统参数. 三种不同的混沌系统模型由参数 α 进
行区分: 当 0 6 α < 0.8 时, 方程组 (1) 表示的是

Lorenz系统;当 α = 0.8时,表示的是 Lü系统模型;

当 0.8 < α 6 1时,为广义 Chen系统.假设混沌同步

控制中主系统模型为

ẋm(t) = (25α +10)(ym(t)− xm(t)),

ẏm(t) = (28−35α)xm(t)− xm(t)zm(t)

+(29α −1)ym(t),

żm(t) = xm(t)ym(t)−
8+α

3
zm(t),

(2)

其中, xm(t), ym(t)和 zm(t)表示主系统的三个状态.

类似地,从系统模型为

ẋs(t) = (25α +10)(ys(t)− xs(t)),

ẏs(t) = (28−35α)xs(t)− xs(t)zs(t)

+(29α −1)ys(t)+u(t),

żs(t) = xs(t)ys(t)−
8+α

3
zs(t),

(3)

其中, xs(t), ys(t)和 zs(t)为从系统的状态, 模型 (3)

式中包含了标量控制 u(t),即控制作用施加在变量

ys(t)的动态过程上. 令状态误差为
e1(t) = xs(t)− xm(t),

e2(t) = ys(t)− ym(t),

e3(t) = zs(t)− zm(t),

(4)

则从模型 (2)和 (3)式可得到同步控制误差模型

ė1(t) = (25α +10)(e2(t)− e1(t)),

ė2(t) =−xs(t)e3(t)− zm(t)e1(t)

+(28−35α)e1(t)

+(29α −1)e2(t)+u(t),

ė3(t) = xs(t)e2(t)+ ym(t)e1(t)

−8+α
3

e3(t).

(5)

假设在模型 (5)式中, 主、从系统的状态都可
以检测,因此主系统的状态变量 xm(t), ym(t)和 zm(t)

为已知量,故 (5)式可进一步转化为

ė1(t) = (25α +10)(e2(t)− e1(t)),

ė2(t) =−e1(t)e3(t)− xme3(t)− zme1(t)

+(28−35α)e1(t)

+(29α −1)e2(t)+u(t),

ė3(t) = e1(t)e2(t)+ xme2(t)+ yme1(t)

−8+α
3

e3(t).

(6)

在混沌系统同步控制中,由于主、从系统的状
态初始值往往是未知的,小的状态偏差通常需要设
计高幅值的控制律来同步,因此在同步控制误差模
型 (6)式中控制量 u(t)可能会受到约束,如饱和约
束条件:

u(t) =


Umax u(t)>Umax

u(t) Umin < u(t)<Umax

Umin u(t)6Umin

, (7)

其中 Umax 和 Umin 分别为控制输入的上、下限,假
设有 Umax = −Umin. 因此, 输入受限下的混沌系
统同步控制目标即为: 在控制输入满足约束条件
(7) 式时, 设计控制律 u(t) 使得同步误差系统 (6)
式稳定.

3 模型线性化

同步控制误差模型 (6) 式是一个非线性模型,
且控制输入存在约束条件 (7)式时, 系统输入函数
不连续, 给非线性系统的同步控制律设计带来了
困难. 为得到连续可微的非线性模型, 采用如下的
signl(•)函数 [22]

signl(x) =
(a+ x)l − (a− x)l

(a+ x)l +(a− x)l ,
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a > 0, l > 0 且为偶数 (8)

来近似表示控制输入的约束式 |u(t)| 6 Umax, 即
u(t) ≈ Umaxsignl(u(t)). signl(•) 函数是符号函数
sign(•) 的近似函数, 有关 signl(•) 函数的特性详
见文献 [22]. 典型的 signl(•)函数输入输出曲线如
图 1 所示. 将 u(t) ≈ Umaxsignl(u(t))带入同步控制

误差系统 (6)式中得

ė1 = (25α +10)(e2 − e1),

ė2 =−e1e3 − xme3 − zme1 +(28−35α)e1

+(29α −1)e2 +Umaxsignl(u(t)),

ė3 = e1e2 + xme2 + yme1 −
8+α

3
e3.

(9)

对同步误差模型 (9), 其动态过程及控制输入
均为非线性, 为便于控制律设计, 采用线性化的方
法来获得动态过程及控制函数的局部最优线性模

型. 将非线性系统模型 (9)式表示为

ė(t) = f(e(t))+Bh(u(t)), (10)

其中误差状态向量 e(t) = [e1(t) e2(t) e3(t)]T, f :
R3 → R3, B = [0 1 0]T, h(u(t)) = Umaxsignl(u(t)) 为

标量函数. 设 T 为系统采样周期,则在第 j 个状态

和控制输入的采样点 e j = e( jT )和 u j = u( jT )处,
得到模型 (10)的局部最优线性模型为

ė(t) =A je(t)+B ju(t), (11)

其中A j = [aT
i ], i = 1, 2, 3, B j =BS j 为控制输入矩

阵. A j 和 S j 满足

①当 ||e j|| ̸= 0时

aT
1 = [−(25α +10); (25α +10); 0],

aT
2 =

[
28−35α − e3 j − zm +

e3 je2
1 j

||e j||22
;

29α −1+
e1 je2 je3 j

||e j||22
; −e1 j − xm +

e1 je2
3 j

||e j||22

]
,

aT
3 =

[
e2 j + ym −

e2
1 je2 j

||e j||22
; e1 j + xm −

e1 je2
2 j

||e j||22
;

− 8+α
3

−
e1 je2 je3 j

||e j||22

]
,

S j =
Umaxsignl(u j)

u j
;

②当 ||e j||= 0时

aT
1 = [−(25α +10); (25α +10); 0],

aT
2 = [28−35α − zm; 29α −1; −xm],

aT
3 =

[
ym; xm; −8+α

3

]
,

S j =
Umaxsignl(u j)

u j
;

其 中, e j = e( jT ) = [e1 j e2 j e3 j]
T, signl(u j) =

(a+u j)
l − (a−u j)

l

(a+u j)l +(a−u j)l . 相关最优线性模型 (11) 式及

A j 和B j 的推导计算过程见附录Ⅰ.
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图 1 signl(•)函数的输入输出特性

4 同步控制律设计

利用局部最优线性模型 (11)式,构造在第 j个

状态和控制输入采样点上的同步控制系统状态空

间模型为

ėc(t) =A jec(t)+B juc(t),

y(t) = Cec(t), (12)

其中, A j, B j 同 (11)式, C = I3,即输出为状态同步
误差信号,下标 c表示连续信号.采用如下的 LQR
最优二次型性能指标

J =
∫ ∞

0

{
eT

c (t)C
TQCec(t)+uT

c (t)Ruc(t)
}

dt, (13)

其中 Q =QT > 0和 R = RT > 0为加权矩阵. 连续
最优控制律设计为

uc(t) =−Kcec(t), (14)

其中Kc = R−1B jP j, Kc ∈ R1×3为状态反馈控制增

益矩阵, P j 为如下 Riccati方程的解

AT
j P j +P jA j −P jB jR−1BT

j P j

+CTQC = 0. (15)
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通常针对连续系统设计的增益矩阵 Kc 中的数值

都较大 [23], 在形成状态反馈控制时容易达到其约
束条件的上界而造成控制输入饱和, 而采用离散
控制方式则可以减小控制信号幅值的大小 [24]. 因
此为降低控制信号幅值,基于状态匹配的原则设计
Kc 的等价离散控制律 ud(kT ) = −Kded(kT ), 其
中, ed(kT ) 为与系统 (12) 式对应的采样控制系统
(16)式的状态向量采样值,即

ėd(t) =A jed(t)+B jud(t),

ud(t) =−Kded(kT ) kT 6 t < kT +T, (16)

且 Kd = (1 +KcH j)
−1KcG j, G j = eA jT , H j =

(G j − I3)A
−1
j B j. 等价的离散控制增益 Kd 的推

导过程见附录Ⅱ. 采用等价离散控制律 ud(kT ),不
仅可以减小控制量的大小, 而且可以确保在 ud(t)
的控制作用下,采样闭环控制系统 (16)式的状态拟
合于其连续的闭环控制系统 (12)—(14)式的状态.
为进一步确保控制律 (16)式不会进入其饱和

区, 则必须在每个状态和控制输入的采样点上设
计控制律时确保得到的控制信号满足约束条件

Umin < ud(t) < Umax, kT 6 t < kT +T . 而由局部最
优线性模型 (11) 式可知, 在模型的控制输入矩阵
B j =BS j 中, S j 在每一对采样点 (ec j, uc j)上的值

都可能不同, 并且在计算 S j 中的函数值 signl(uc j)

时控制信号 uc j 尚未求解出来,因此当前周期内的
S j 无法算出.考虑到本文的混沌同步系统的采样控
制周期 T 取值较小,因此可利用当前采样周期内的
离散控制信号 ud( jT )近似替代 uc j 来计算 S j. 即

S j =
Umaxsignl(ud( jT ))

ud( jT )
. (17)

此外,为确保在每一个采样周期内设计的控制
信号满足约束条件 (7)式, 采用如下迭代算法来设
计连续控制律 (14)式及等价的离散控制律 (16)式.
迭代同步控制算法步骤如下:
1)确定加权矩阵 Q和 R的初始值,设定 S j 的

初始值 S j = 1;
2)运用 (11)式计算混沌同步误差系统的局部

最优线性模型矩阵A j 和B j;
3)由 (14)式计算 LQR最优控制律得到连续控

制增益Kc;
4) 由 (16) 式设计 Kc 的等价离散控制律

ud( jT );

5)内循环:

①判断 |ud( jT )| > Umax 是否成立, 成立则由
(17) 式计算出 S j, 否则退出内循环并输出 ud( jT ),
转至第 6)步;

②更新加权矩阵 R := S−1
j RS−1

j , 由 (14) 式计
算 LQR最优控制律得到连续控制增益Kc;

③由 (16) 式设计 Kc 的等价离散控制律

ud( jT ),转至内循环的第①步;

6) 进入下一个采样周期, j := j + 1, 转至第
1)步.

5 仿真验证

为验证本文所提方法的有效性,对统一混沌模
型 (1)式中的三种不同混沌系统进行同步控制仿真
验证. 考虑到模型 (1)式代表了三个不同的混沌系
统, 作为方法验证和方便起见, 在数字仿真中设定
三种同步控制系统的控制输入的饱和约束条件为

u(t) =


120 u(t)> 120

u(t) −120 < u(t)< 120

−120 u(t)6−120

, (18)

仿真中设定系统 LQR性能加权矩阵为 Q = 104I3,
R = 1,采样周期为 T = 0.01 s.

1) Lorenz系统

在系统模型 (1) 式中, 当 α = 0.4 时系统为
Lorenz 系统, 假设主、从系统的初始状态分别为
[xm,ym,zm]

T = [−1,−1,1]T和 [xs,ys,zs]
T = [6,−6,6]T,

运用迭代同步控制算法并仿真得到结果如图 2(a)
和 (b)所示,其中 e1, e2 和 e3 分别为三个同步误差

状态变量.

2) Lü系统

在系统模型 (1) 式中, 当 α = 0.8 时系统
为 Lü系统, 假设主、从系统的初始状态分别为
[xm,ym,zm]

T = [−1,−1,1]T和 [xs,ys,zs]
T = [4,−4,4]T,

仿真结果如图 3(a)和 (b)所示.

3) Chen系统

在系统模型 (1) 式中, 当 α = 0.9 时系统为
Chen 系统, 设主、从系统的初始状态分别为
[xm,ym,zm]

T = [−1,−1,1]T和 [xs,ys,zs]
T = [4,−4,4]T,

仿真结果如图 4(a)和 (b)所示.
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图 2 (a) Lorenz系统状态同步轨迹及误差曲线 (α = 0.4);
(b) Lorenz系统中的控制输入曲线 (α = 0.4)
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图 3 (a) Lü系统状态同步轨迹及误差曲线 (α = 0.8); (b) Lü系
统中的控制输入曲线 (α = 0.8)
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图 4 (a) Chen系统状态同步轨迹及误差曲线 (α = 0.9); (b) Chen系统中的控制输入曲线 (α = 0.9)

从上述统一混沌模型中的三个混沌系统同步

仿真研究可看出, 运用本文所提同步算法, 各主、
从混沌系统在初始状态偏差较大的情形下能实现

快速同步, 而同步效果的达到并没有以增大控制
信号的幅值为代价,如图 2(b),图 3(b)和图 4(b)所
示. 对比连续时间最优控制律 uc 和采样控制律 ud ,
本文算法设计的受限采样控制律 ud 的控制信号

幅值被限制在饱和区的范围内, 并获得了较好的
同步效果.
为分析不同的控制输入饱和约束值 Umax 对同

步控制效果的影响,在其他仿真参数不变的情形下
分别取 Umax 为 120, 150 和 180, 得到各混沌同步
系统中误差状态变量 e1, e2 和 e3 收敛至误差范围

ε = 0.01内时所需的时间如表 1所示. 从表 1的结
果可以看出, 不同的 Umax 值下各混沌同步系统状

态收敛的速度不同,但总的趋势是 Umax 越大,收敛

时间越快, 即若允许施加的控制量越大, 从系统状

态跟踪主系统状态所需的时间越短. 当Umax 取 180

时, 状态收敛结果与采样控制输入 ud 不受限的情

形几乎相同.

表 1 不同Umax 值对同步控制的影响 (误差 ε = 0.01)

系统 Umax = 120 Umax = 150 Umax = 180

Lorenz (e1) 0.35 s 0.35 s 0.35 s

Lorenz (e2) 0.30 s 0.22 s 0.22 s

Lorenz (e3) 0.56 s 0.55 s 0.55 s

Lü (e1) 0.29 s 0.29 s 0.29 s

Lü (e2) 0.26 s 0.25 s 0.25 s

Lü (e3) 0.42 s 0.42 s 0.42 s

Chen (e1) 0.28 s 0.08 s 0.06 s

Chen (e2) 0.25 s 0.25 s 0.25 s

Chen (e3) 0.41 s 0.40 s 0.40 s
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6 结 论

本文针对具有输入饱和约束的混沌同步控制

问题,提出了统一混沌系统的同步控制算法. 利用

符号函数近似表示式 signl(•)函数的连续性, 将饱

和约束条件建模为连续可微的光滑函数,从而得到

统一混沌系统的同步误差控制非线性模型. 在此基

础上,利用最优线性化方法在每一个采样点上得到

同步误差非线性控制系统的局部最优线性模型,基

于此线性模型设计了其连续型 LQR 最优控制律.

为减小混沌同步控制量的幅值大小并维持连续/离

散同步系统采样时刻之间的动态,对连续的最优控

制律设计了等价的数字实现方法并通过调整 LQR

性能加权矩阵,确保同步控制信号幅值不会超出其

受限的上界. 仿真结果验证了方法的有效性.

附录 I 最优线性模型计算

设 (e j,u j)为非线性系统 (10)式在第 j个采样

周期上的状态和控制输入的采样点,其最优线性化

模型即为

ė(t) =A je(t)+B ju(t), (A1)

且在点 (e j,u j)附近的邻域上系统满足

f(e(t))+Bh(u(t))≈A je(t)+B ju(t),

f(e j)+Bh(u j) =A je j +B ju j, (A2)

其中 A j = [aT
i ], i = 1, 2, 3, B j = BS j 为控制输入

矩阵. 在原系统 (10)式中,关于状态 e(t)和控制量

u(t)的函数均为非线性函数,故其最优线性化过程

类似,以下以状态变量 e(t)为例说明. 由于 aT
i 为矩

阵A j 的第 i行行向量, fi : R3 → R为 f 的第 i行元

素,对应于 (A2)有

fi(e(t))≈ aT
i e(t),

fi(e j) = aT
i e j i = 1,2,3. (A3)

将 (A3)中第一个等式左边在点 e j 处进行 Tay-

lor展开有

fi(e j)+ [∇fi(e j)]
T(e(t)−e j)≈ aT

i e(t). (A4)

考虑到 (A3)中第二个等式,得

[∇fi(e j)]
T(e(t)−e j)≈ aT

i (e(t)−e j, (A5)

其中 e(t)在 e j 的邻域中取值.为求得参数 aT
i , (A5)

式可转化为如下的凸优化问题

minF :=
1
2
||∇fi(e j)−ai||22

st. aT
i e j = fi(e j). (A6)

求解上述凸优化问题得

∇aiF +λ∇ai(a
T
i e j −fi(e j)) = 0,

fi(e j) = aT
i e j, (A7)

其中 λ 为 Laplace乘子,下标 ai 表示对 ai 求梯度,
对 (A7)式化简后可得

ai −∇fi(e j)+λe j = 0. (A8)

当 ||e j|| ̸= 0时,可解得

λ =
eT

j ∇fi(e j)−fi(e j)

||e j||22
, (A9)

代入 (A8)式得

ai = ∇fi(e j)−
eT

j ∇fi(e j)−fi(e j)

||e j||22
e j. (A10)

对控制变量 u(t)实施类似的线性化过程并将误差

系统 (9) 式的参数代入可得 (11) 式的最优线性模
型.

附录 II 等价离散控制律增益计算

由同步误差线性化系统 (12)式可得闭环连续
控制系统为

ėc(t) =A jec(t)+B j(−Kcec(t)), (A11)

其中 uc(t) = −Kcec(t)为设计的连续控制律.与系
统 (A11)式对应的闭环采样控制系统为

ėd(t) =A jed(t)+B j(−Kded(kT )),

kT 6 t < kT +T, (A12)

其中 ud(t) =−Kded(kT )为待求的采样控制律.为
了从连续控制律 uc(t) =−Kcec(t)中得到采样控制

律 ud(t) = −Kded(kT ) 并使得闭环采样控制系统

(A12)式的状态拟合于闭环连续控制系统 (A11)式
的状态,分别将系统 (A11)和 (A12)式求解,得到

ec(tv) = exp(A j(tv − kT ))ec(kT )

+
∫ tv

kT
exp(A j(tv − τ))B juc(τ)dτ, (A13)

ed(tv) = exp(A j(tv − kT ))ed(kT )
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+
∫ tv

kT
exp(A j(tv − τ))

×B j dτ ·ud(kT ), (A14)

其中 t = tv = (k+v)T , 0 6 v 6 1, exp(A j(tv −kT )) =

eA j(tv−kT ). 考虑到 uc(t) 在第 j 个采样周期内为常

值,则解 (A13)式进一步表为

ec(tv) =G
(v)
j ec(kT )+H

(v)
j uc(tv), (A15)

其中

G
(v)
j = exp(A j(tv − kT ))

= exp(A jvT ) = (exp(A jT ))v = (G j)
v,

H
(v)
j =

∫ tv

kT
exp(A j(tv − τ))B j dτ

=
∫ vT

0
exp(A jτ)B j dτ = (G

(v)
j − I3)A

−1
j B j.

类似地,闭环采样控制系统的解 (A14)可表示
为

ed(tv) =G
(v)
j ed(kT )+H

(v)
j ud(kT ). (A16)

由 (A15) 和 (A16) 式可知, 若 ec(kT ) = ed(kT ), 要
确保 ec(tv) = ed(tv),即在采样点之间系统 (A12)与
系统 (A11)式的状态拟合,则必须使

ud(kT ) = uc(tv) =−Kcec(tv) =−Kced(tv). (A17)

将 (A16)式代入 (A17)式并求解出 ud(kT )得到

ud(kT ) =−(1+KcH
(v)
j )−1KcG

(v)
j ed(kT ). (A18)

当 v = 1时就可得到 (16)式的一步预测离散控制律
增益值

Kd = (1+KcH j)
−1KcG j, G j = eA jT ,

H j = (G j − I3)A
−1
j B j.
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Abstract
It is well known that the dynamics of the chaotic system is very sensitive to the initial conditions of the state, and the synchro-

nization of two identical chaotic systems is only obtained, in general, with the high gain control law once their initial conditions are in
a certain large deviation. Furthermore, the initial conditions are commonly unknown in practice, which causes difficulty in synchro-
nizing two chaotic systems. This paper deals with the synchronization of two unified chaotic systems with input constraint. First, the
scalar sign function is utilized to approximate the constrained non-smooth input function so that a continuous smooth nonlinear input
function and an approximated nonlinear synchronized error system are obtained. Then, an optimal linear quadratic regulator (LQR)
continuous-time control law is designed based on the optimal linear model, which is constructed at the sampled operating point of
the afore-mentioned approximated nonlinear synchronized error system. To reduce the high magnitude of the obtained control law,
the continuous-time control law is digitally redesigned for the implementation and an iterative procedure is proposed to adjust the
weighting matrices in the LQR performance index so as to avoid input saturation occurs. Finally, three illustrative examples of the
Lorenz, the Chen and the Lü chaotic systems decomposed from the unified chaotic system are given to demonstrate the effectiveness
of the proposed method.
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