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{Cu3}单分子磁体在磁场中的热纠缠*

李纪强 成志 周斌†
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本文研究单分子磁体 Na9[Cu3Na3(H2O)9 (α-AsW9O33)2]·26H2O中三角自旋环在磁场作用下的热纠缠性质,利

用数值计算求出任意两个 Cu2+ 离子量子比特之间的配对纠缠度,分别记为 C12, C23 和 C13. 研究结果表明,磁场的

方向和大小以及温度对配对纠缠度具有重要影响,而且参数的变化对 C12, C23 和 C13 的影响也是各不相同.给出外

加三个不同方向的磁场时,配对纠缠度 C12, C23 和 C13 各自对应的临界温度 Tc 随磁场强度的变化图,由此可以得到

单分子磁体三角自旋环中存在纠缠态的参数范围.通过选择适当的磁场方向和大小以及温度等实验参数,可以有效

地调节和提高单分子磁体中的配对纠缠度.
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1 引 言

量子纠缠是量子系统最基本的性质之一,也是

量子系统与经典系统的一个重要区别.它作为一种

重要的资源而被广泛应用于量子计算与量子信息

处理中. 人们注意到热涨落会压制体系的量子效应,

因此在纠缠态的制备中温度是一个非常重要的调

控参数. 自从 Arnesen等 [1] 研究了海森堡模型中的

热纠缠性质后,人们对不同体系中的热纠缠性质已

经进行了大量的理论研究 [2−25]. 在量子纠缠的实

际应用中,找到一种能够较好实现纠缠态的操纵和

调控的材料是十分重要的.

纳米尺度的分子磁体由于在低温下存在

新奇的量子效应 [26,27] 而被广泛地研究. 在

单分子磁体的大家族中, Na9[Cu3Na3(H2O)9 (α-

AsW9O33)2]·26H2O (简记为 {Cu3}) 作为一个典型

的代表也是人们近年来实验及理论的研究热点材

料之一 [28,29]. Stowe等 [29] 研究了它的高频率电子

顺磁共振谱, 结果表明杂质原子和孤对电子能够

使 {Cu3}单分子磁体的磁参数发生微小变化. Choi

等 [30] 在脉冲磁场中观测到了它的半步磁化现象.

单分子磁体在实现量子信息的编码和调控方面具

有潜在的应用前景 [31−36]. 由于 {Cu3}单分子磁体
表现出显著的二能级行为, 可以作为量子逻辑门

用于量子信息处理过程, 是实现三量子比特系统

的备选材料 [37]. 目前人们对三量子比特系统的

纠缠作了大量的研究 [16−25], 但这些工作主要集

中在对理想模型的讨论方面. 例如, Łuczak 等 [21]

研究了电场和磁通对三自旋量子比特系统中纠缠

态的调控, 结果表明, 在弱电场和强电场中该系统

呈现出不同的自旋纠缠行为, 而这两种情况中均

出现了 Stark 效应; Hou 等 [23] 研究了无外磁场作

用下的具有 Dzyaloshinkii-Moriya(DM)相互作用的

XXZ 型三角自旋环的热纠缠性质,结果表明,在较

大的 DM 相互作用和低温条件下, 系统的纠缠度

达到最大值. 我们注意到, 对 {Cu3}单分子磁体这
种具体材料中的热纠缠性质研究较少. 因此, 本

文将重点研究 {Cu3}单分子磁体在外加均匀磁场
作用下, 磁场方向和大小以及温度的变化对三角

自旋环中任意两个量子比特间配对热纠缠性质的

影响.
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2 理论模型和配对纠缠度

2.1 理论模型

{Cu3}单分子磁体是一个具有 D3h 对称性的三

明治状结构 [38],在每个单胞中有两个由 Cu2+ 离子

组成的三角环.由于每一个铜离子之间的超交换路

径是相同的,因此 {Cu3}单分子磁体可看作是一个
S = 1/2的三角自旋环,每个 Cu2+ 离子等效为一个

量子比特 [30]. 静态磁化率实验测量结果表明相邻

Cu2+ 离子之间是反铁磁耦合 [28]. 在原子坐标系中,

{Cu3}型三角自旋环的结构示意图如图 1 所示, 其

三角形结构实际为一个等腰三角形, 相邻 Cu2+ 离

子之间分别为 d12 = 4.689 Å和 d23 = d13 = 4.696 Å.
{Cu3}型三角自旋环在磁场作用下的等效自旋

哈密顿量可以写为 [30]

H =
3

∑
l=1

∑
α=x,y,z

Jα
ll+1Sl ·Sl+1 +

3

∑
l=1

Dll+1 · [Sl ×Sl+1]

+µB

3

∑
l=1

Sl · g̃ll ·Hl , (1)

其中, J 为交换作用参数,H 为磁场矢量, S 为自

旋算符, µB 为玻尔磁子,g̃ 为朗德 g 因子张量, D

为 DM 相互作用张量, 在自旋环平面内遵循近似

的C3对称性
[30]: (Dx

23,D
y
23) =R(2π/3)(Dx

12,D
y
12)和

(Dx
31,D

y
31) = R(4π/3)(Dx

12,D
y
12), 这里 R(θ) 表示绕

垂直自旋环平面轴 (记为 Z 轴) 旋转 θ 角. Choi

等 [30] 根据 {Cu3}单分子磁体的磁化强度和自旋

电子共振实验结果, 并结合对称性分析, 拟合出了

{Cu3}型三角自旋环等效自旋哈密顿量 (1)式中的

参数值 (见表 1).

Cu2+(3)

4.
69
6

4.696

4.689

Cu2+(2)Cu2+(1)

图 1 {Cu3}型三角自旋环的结构示意图 (数字 1, 2和 3标记
Cu2+ 离子的位置,相邻 Cu2+ 离子之间的距离长度单位为Å)

在以 {|000⟩, |001⟩, |010⟩, |011⟩, |100⟩, |101⟩,
|110⟩, |111⟩}为标准基矢的自旋空间中, {Cu3}型
三角自旋环等效自旋哈密顿量 (1)式可以写成一个

8×8的矩阵形式. 利用精确对角化的方法和表 1中

的实验拟合参数,我们给出 {Cu3}单分子磁体三角
自旋环在外加磁场作用下的能级结构,如图 2所示.

图 2(a)和 (b)分别给出了磁场沿 Z 轴方向 (即垂直

于自旋环平面)和沿 X 轴方向 (即平行于自旋环平

面)时, {Cu3}型三角自旋环哈密顿量 (1)式的 8个

本征能级随磁场强度的变化. 我们的数值计算结果

与文献 [30]的一致.

表 1 {Cu3}型三角自旋环等效自旋哈密顿量 (1)式中的实验拟合参数 [30]

Jx,y
12 Jz

12 Jx,y
23 = Jx,y
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23 = Jz
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图 2 {Cu3}型三角自旋环的能级随磁场强度的变化 (En (n = 1,2, · · · ,8)为哈密顿量 (1)式的 8个本征值) (a)磁场沿 Z 轴方向 (即垂
直于自旋环平面); (b)磁场沿 X 轴方向 (即平行于自旋环平面)
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2.2 配对纠缠度

哈密顿量 (1) 式的 8 个本征值 En 相应的本

征矢记为 |Ψn⟩, 其中 n = 1,2, · · · ,8. 根据本征值

En 和本征矢 |Ψn⟩, 在温度为 T 时, 系统的密度矩

阵为

ρ(T ) =
1
Z

8

∑
n=1

exp
(
− En

kBT

)
|Ψn⟩⟨Ψn|, (2)

其中 kB 为玻尔兹曼常数, Z 为系统的配分函数,

Z =
8

∑
n=1

exp
(
− En

kBT

)
. (3)

为了研究 {Cu3}型三角自旋环在磁场作用下的热
纠缠性质, 我们将计算第 i 和第 j 个 Cu2+ 离子量

子比特之间的配对纠缠度 Ci j. 配对纠缠度 Ci j 定

义为 [39−41]

Ci j = max{λ1 −λ2 −λ3 −λ4,0}, (4)

其中 λn(n = 1,2,3,4)是算子

Ri j = ρi j(σ y
i ⊗σ y

j )ρ
∗
i j(σ

y
i ⊗σ y

j ) (5)

本征值的平方根, 满足 λ1 > λ2 > λ3 > λ4, 这里

σα
i (α = x,y,z) 为第 i 个量子比特的泡利算符,

ρi j(= trk[ρ(T )]) 为第 i 和 j 量子比特的约化密度

矩阵, ρ∗
i j 为 ρi j 的复共轭矩阵. 配对纠缠度Ci j 的取

值从 0到 1, Ci j = 0表示非纠缠态, Ci j = 1对应于

最大纠缠态, 0 <Ci j < 1为部分纠缠.

3 结果及讨论

本节中, 我们基于表 1 给出的实验拟合参数,

并利用数值计算方法求解出 {Cu3}型三角自旋环
配对纠缠度 Ci j. 我们注意到 {Cu3}单分子磁体中
反铁磁耦合的 Cu2+ 离子 (S = 1/2) 实际上形成了

一个相对于等边三角形有微小变形的等腰三角自

旋环 [30]. 数值计算结果显示,任意两个 Cu2+ 离子

量子比特之间的配对纠缠度 (这里记为 C12, C23 和

C13, 三个 Cu2+ 离子的位置标记如图 1所示)是有

所差别的,这不同于先前文献中关于三量子比特自

旋环理想模型中的计算结果 [16−25]. 而且我们的计

算结果还表明,外加不同方向的磁场对 {Cu3}型三
角自旋环配对纠缠度 Ci j 的影响也是有差异的. 在

下文中, 我们将分三种情况讨论在磁场作用下两

个 Cu2+ 离子量子比特之间的配对纠缠度, 即 C12,

C23 和C13.

3.1 磁场和温度对 C12的影响

图 3描述了在不同方向的磁场作用下C12随磁

场强度和温度的变化情况. 首先我们讨论 X 轴方向

磁场强度的影响 (如图 3(a)和 (b)所示). 结果显示,

配对纠缠度 C12 随磁场强度大小的增加表现出非

单调变化行为. 以图 3(b) 中给出的温度 T = 0.1 K

为例: 当磁场强度为零时, C12 = 0.633;随着磁场强

度的增加, 配对纠缠度 C12 开始增大, 当磁场强度

Hx 为 2.108T时 C12 到达极大值 0.957;而当磁场强

度 Hx 继续增大时 C12 迅速下降并逐渐趋于零. 对

于图 3(b) 中给出的 T = 1.0 K 和 2.0 K 的情况, 配

对纠缠度 C12 的变化趋势与 T = 0.1 K 时的情形

类似, 只是纠缠度极大值以及它所对应磁场强度

大小不同,且温度越高, 纠缠极大值对应的磁场越

强. 因此,在存在纠缠态的温度参数区域内,外加磁

场强度在一定的范围内有利于纠缠态的产生. 对

于图 3(b)中给出的 T = 3.0 K的情况,磁场较小时

无纠缠, 当磁场强度增大到临界值 2.239 T 时, C12

会随磁场强度的增加从零开始增大, 在磁场强度

大小为 5.445 T 时 C12 达到极大值 0.034, 而后 C12

随着磁场强度的增加而减小并趋于零, 即出现纠

缠态恢复的现象.图 3显示,对于更高的温度区域,

外加磁场强度不再诱导纠缠态的出现, 即纠缠态

消失.

图 3(c) 和 (d) 以及图 3(e) 和 (f) 分别描述了

C12 在 Y 轴方向磁场和 Z 轴方向磁场作用下的变

化情况. 数值计算结果表明, 外加 Y 轴方向和 Z

轴方向的磁场对 C12 的影响趋势与 X 轴方向是

相似的, 这与朗德 g 因子在三个方向上的分量差

异较小有关 [30]. 但由于参数 J, D 在各个方向的

分量不同 [30], 还是导致了三个方向上 C12 的值有

所差别, 这种差别在零温附近尤为明显. 以温度

T = 0.1 K为例: 调节磁场强度的大小,当磁场强度

Hy为 2.592 T时C12到达极大值 0.966;当磁场强度

Hz 为 0.879 T 时 C12 到达极大值 0.809. 对于温度

T = 2.0 K 的情况, 当三个方向上磁场强度分别为

Hx = 3.520 T, Hy = 3.521 T 和 Hz = 3.735 T 时, 配

对纠缠度 C12 分别到达各自极大值 0.178, 0.178和

0.166. 对于配对纠缠度 C12 而言,在相同的温度下,

相对于外加垂直于自旋环平面的磁场, 调节平行

于自旋环平面的磁场大小可以得到更高的配对纠

缠度.
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图 3 配对纠缠度 C12 随磁场强度和温度的变化 (a)和 (b)对应磁场沿 X 轴方向的情形; (c)和 (d)对应磁场沿 Y 轴方向的情形; (e)和
(f)对应磁场沿 Z轴方向的情形

3.2 磁场和温度对 C23的影响

图 4 描述了在不同方向的磁场作用下 C23 随

磁场强度和温度的变化情况. 不难发现, 在零温

附近时, 外加方向不同的磁场时, 磁场强度对配对

纠缠度 C23 的影响存在明显差异 (如图 4(b), (d)和

(f)中实线所示). 以 T = 0.1 K为例,当磁场强度为

零时, C23 = 0.139. 在外加 X 轴方向磁场作用下,

配对纠缠度 C23 随磁场强度 Hx 的增加先减小, 在

Hx = 0.939 T处 C23 减小到一个极小值 0.101,而后

随 Hx 的增加而增大, 在 Hx = 4.231 T 处 C23 增大

到一个极大值 0.235后再下降并迅速趋近于零. 在

外加 Y 轴方向磁场作用下, 配对纠缠度 C23 随磁

场强度 Hy 的增加出现了明显的震荡现象. C23 随

着 Hy的增加先减小,并在 Hy = 1.199 T处C23达到

极小值 0.093,之后 C23 随 Hy 增加,在 Hy = 2.692 T

处 C23 达到极大值 0.103 后又再次减小, 在 Hy 为

4.229 T 时 C23 达到另一个极小值 0.005, 之后 C23

又随 Hy 增加,在 Hy 为 4.574 T时达到极大值 0.054

后迅速下降并趋于零. 在外加 Z 轴方向磁场作用

下,随磁场强度 Hz 的变化,配对纠缠度 C23 会出现

一段近似平台区,这一点与配对纠缠度 C12 随磁场
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强度 Hz 的变化较为相似 (如图 4(f)和图 3(f)中实

线所示). 在另一方面,当温度更高时 (以 T = 2.0 K

为例),外加方向不同的磁场强度对配对纠缠度 C23

的影响趋势在定性上一致 (如图 4(b), (d)和 (f)中点

线所示),三个磁场方向上都会出现纠缠态恢复的现

象,与前文中的 C12 的性质相似.

图 4 同样显示对于更高的温度区域, 即当温

度超过某个临界温度时, 外加磁场强度不再诱导

纠缠态的出现,即纠缠态消失,图 4(b), (d)和 (f)中

T = 3.0 K 对应的点划线已经与坐标横轴重合. 如

前所述, 我们数值计算结果显示在零温附近, 外加

方向不同的磁场时,磁场强度对配对纠缠度 C23 的

影响存在明显差异.这是由于在零温附近系统的基

态占据主导地位, 此时 {Cu3}型三角自旋环中 DM

相互作用对系统的纠缠态有较大影响,而 DM参数

大致遵循 C3 对称性,使得张量D的 X 轴方向和 Y

轴方向对应的分量存在较大差异,进而导致纠缠态

情况存在差异.从表 1给出的 {Cu3}型三角自旋环

等效自旋哈密顿量 (1)式中的实验拟合参数可以看
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出, DM参数比交换作用参数 J小一个数量级,于是

在更高温度条件下,交换作用对纠缠态起了主要作

用, 而参数 J 在三个方向上的分量差异不大, 因此

在更高温度条件下三个方向的纠缠C23 差异不大.

3.3 磁场和温度对 C13的影响

图 5描述了在不同方向的磁场作用下C13随磁

场强度和温度的变化情况. 我们数值计算的结果显

示,磁场和温度对 C13 的影响趋势与 C23 是相似的,

这是由于 {Cu3}型三角自旋环实际上是一个等腰
三角形 (如图 1所示), d23 = d13 = 4.696 Å,导致第 2

与第 3量子比特间交换参数和第 1与第 3量子比

特间的交换参数对应的分量完全相同.外加方向不

同的磁场时,磁场强度对配对纠缠度 C13 影响的差

别仍存在于在零温附近.这种 C13 变化的差异同样

是来源于 {Cu3}型三角自旋环中 DM相互作用. 对

于C13 具体的分析,此处不再赘述. 比较图 3至图 5
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给出的数值计算结果,我们发现在一般情况下调节

磁场强度的大小, C12 比 C23 和 C13 能到达更大的

纠缠度. 对于配对纠缠度 C23 和 C13 而言, 在相同

的温度下, 相对于外加平行于自旋环平面的磁场,

调节垂直于自旋环平面的磁场大小可以得到更高

的配对纠缠度.这个性质与配对纠缠度 C12 的情况

相反.

3.4 磁场对临界温度 Tc的影响

前文的计算结果已显示对于一个给定的磁场

强度,当温度 T 超过某个温度值时纠缠态消失.这

个特定的温度值被称为配对纠缠态的临界温度 Tc.

在本文的数值计算结果讨论中,我们假定配对纠缠

度 Ci j < 10−3 时对应纠缠态消失.图 6分别给出了

配对纠缠度 C12, C23 和 C13 对应的临界温度 Tc 随

三个不同方向磁场强度的变化情况. {Cu3}型三角
自旋环中配对纠缠态的临界温度 Tc 随外加磁场强

度的变化表现出非单调变化行为.在图 6中曲线内

侧区域对应存在纠缠态的情况,曲线外侧区域则对

应纠缠态消失的情况.

从图 6中不难看出,对于任意两量子比特间的

配对纠缠度 C12, C23 和 C13, 外加磁场沿 Z 轴方向

时, {Cu3}型三角自旋环中存在纠缠态的区域比外
加磁场沿 X 轴方向和 Y 轴方向时的都要大.在另一

方面, 对于配对纠缠度 C12 而言, 外加磁场沿 X 轴

方向和 Y 轴方向时的 Tc-H 相界线差别较小, 如图

6(a)所示;对于C23而言,外加磁场沿 X 轴方向时存

在纠缠态的区域比外加磁场沿 Y 轴方向时的区域

大,如图 6(b)所示; 对于 C13 而言, 情况恰好与 C23

的相反,外加磁场沿 Y 轴方向时存在纠缠态的区域

比外加磁场沿 X 轴方向时的区域大, 如图 6(c) 所

示. 值得注意的是,外加 X 轴方向的磁场时 C13 的

Tc-H 相图中,在相界线包围的区域内有一小块区域

也呈现消纠缠现象,如图 6(c)实线所示. 该区域左

端点对应的参数为

Hx = 3.086 T, Tc = 0.389 K;

该区域右端点对应的参数为

Hx = 4.810 T, Tc = 0.589 K.
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4 结 论

我们基于单分子磁体 Na9[Cu3Na3(H2O)9 (α-

AsW9O33)2]·26H2O 的实验拟合参数, 利用数值计

算求解配对纠缠度的方法, 研究了 {Cu3}型三角
自旋环在外加磁场作用下的热纠缠性质. 由于

{Cu3}单分子磁体中反铁磁耦合的 Cu2+ 离子实际

上形成一个相对等边三角形有微小变形的等腰三

角自旋环,以及 Cu2+ 离子之间 DM耦合效应的作

用, 使得任意两个 Cu2+ 离子量子比特之间的配对

纠缠度 (分别记为 C12, C23 和 C13) 是有所差别的.

而且我们的计算结果还表明,外加不同方向的磁场

对 {Cu3}型三角自旋环配对纠缠度的影响也各不相

同.研究结果显示, 在一般情况下调节磁场强度的

大小, C12 比 C23 和 C13 可以到达更大的纠缠度.对

于配对纠缠度 C23 和 C13 而言,在相同的温度下,相

对于外加平行于自旋环平面的磁场,调节垂直于自

旋环平面的磁场大小可以得到更高的配对纠缠度.

这个性质与配对纠缠度 C12 的情况相反.我们最后

给出配对纠缠度 C12, C23 和 C13 各自对应的临界温

度 Tc 随磁场强度的变化图, 由此可以得到单分子

磁体三角自旋环中存在纠缠态的参数范围.通过选

择适当的磁场方向和大小以及温度等实验参数,可

以有效地调节和提高 {Cu3}单分子磁体中的配对
纠缠度.
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Abstract
We have investigated the properties of thermal entanglement in a triangular spin ring of the single molecular magnet (SMM)

Na9[Cu3Na3(H2O)9 (α-AsW9O33)2]·26H2O in a magnetic field, and the pairwise concurrences of arbitrary two Cu2+ ion qubits are
calculated numerically, hereafter abbreviated as C12, C23 and C13, respectively. Results show that the magnitude and direction of
magnetic field as well as temperature have important effects on the pairwise thermal entanglement. Moreover, C12, C23 and C13 have
difference variations with the change of the parameters. We also plot the changes of the critical temperatures Tc of C12, C23 and C13 with
the magnetic fields along three different directions, and from the critical temperature-magnetic field phase diagrams one can obtain the
ranges of parameters in which the pairwise thermal entanglement in a triangular spin ring of the SMM exists. Therefore, the pairwise
entanglement can be controlled and enhanced in the SMM by choosing appropriate magnitude and direction of magnetic field and
temperature.
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