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基于量子粒子群算法的混沌系统参数辨识
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针对混沌系统参数辨识问题,在基本群智能算法粒子群优化算法的基础上,提出量子粒子群算法,测试函数证

明了算法具有良好的全局优化能力. 进而将其应用于混沌系统参数辨识问题,将参数辨识问题转化为多维函数空间

上的优化问题.通过对平衡板热对流典型混沌系统 Lorenz系统进行研究,并与基本算法和遗传算法比较. 仿真实验

证明,算法的有效性,对混沌理论的发展有着非常重要的意义.
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1 引 言

混沌系统是一个非线性的确定性系统,在各种
不同领域的学科中, 混沌现象时常出现, 如通信、
生物医学、管理、金融等领域 [1]. 根据观测到的数
据确定混沌系统模型的阶次,这样可以更好的理解
和掌握复杂的真实的世界.
在多数情况下,模型参数的估计是基于时间序

列同步可观测的状态和相应的模型输出进行的,在
大多数的这些方法中,像反馈、自适应控制和最优
跟踪都是使同步误差最小化原则.实现对混沌系统
的同步控制, 许多学者提出了很多有效的方法, 如
模糊控制 [2],状态反馈控制 [3],主动控制 [4],变结构
控制 [5]. 但是, 由于混沌系统的复杂性, 当参数未
知时,上述方法很难实现同步控制.因此,估计混沌
系统的未知参数具有非常重要的意义. 近几年, 许
多学者提出了混沌辨识的方法, 文献 [6]提出基于
Lyapunove稳定性理论的辨识方法,文献 [7]提出动
态神经网络辨识混沌系统的方法. 文献 [8]提出自
适应辨识法辨识不确定混沌系统参数. 文献 [9]提
出混合差分进化的混沌系统参数估计方法. 文献
[10] 提出利用遗传算法进行混沌系统参数估计的
方法.
粒子群优化算法 (particle swarm optimization,

PSO)[11] 为一种优化计算技术, 源于对鸟群觅食行
为的研究. 由于该算法原理简单, 容易实现, 操作
算子少等优点, 已广泛应用于各个领域, 如组合优
化、控制器设计、电力系统、系统辨识等领域.但
是, 针对该算法收敛速度慢、搜索精度低等不足.
提出基于量子粒子群算法 (quantum particle swarm
optimization, QPSO), 通过对典型基准测试函数仿
真研究, 结果证明了算法的有效性, 并将其应用于
混沌系统参数辨识中. 以典型混沌系统 Lorenz 系
统进行仿真研究,将混沌系统参数辨识问题转化多
维空间参数优化问题,并与基本 PSO算法和 GA算
法比较, 仿真表明, 量子粒子群算法可以有效的辨
识混沌系统.

2 量子粒子群算法

2.1 基本粒子群算法

粒子群算法将每个个体比作为无体积、无质

量的 “粒子”,每个 “粒子”代表着一个潜在的解. 粒
子的好坏由一个事先设定好的适应度函数来评价,
在每次迭代过程中,粒子通过跟踪两个极值 “个体
极值 pi、“全局最优 pg”. 在这种搜索过程中,粒子
根据以下公式更新速度、位置:

vi(t +1) =wvi(t)+ c1r1(pi(t)− xi(t))
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+ c2r2(pg(t)− xi(t)), (1)

xi(t +1) =xi(t)+ vi(t +1), (2)

其中, vi(t), xi(t)分别表示粒子 i在第 t 代的速度和
位置; w称为惯性权重; c1 表示认知系数; c2 表示社

会系数; r1, r2 为服从均匀分布的随机数;个体历史
最优位置 pi(t)表示粒子 i在前 t 代搜索到的最优
位置.其更新规则为

pi(t) =

 pi(t −1), f (pi(t))> f (pi(t −1)),

xi(t), 其他.

(3)

群体历史最佳位置为

pg(t) = argmin{ f (pi(t))|i = 1,2, · · · ,n}. (4)

在基本 PSO 算法中, 粒子的收敛是以轨道的
形式实现的. 由于粒子速度的局限性, 粒子在搜索
过程中, 搜索的空间是有限的, 所以基本 PSO 算
法已在理论上被证明, 不能以概率 1 搜索到全局
最优解 [12].

2.2 量子粒子群算法

量子粒子群算法 [13] 是从量子力学的角度出发

而被提出. 量子空间中的粒子满足聚集态的性质,
粒子的聚集性是通过粒子运动中心的束缚态来描

述,而这种束缚态是由存在于粒子中的某种吸引势
来产生的. 束缚态中的粒子能以一定的概率密度出
现在量子空间任意一点. 在量子粒子群算法模型中,
粒子的运动状态用波函数 [14,15] ψ(X , t)来表示:

|ψ|2 dxdydz = Qdxdydz, (5)

Q是概率密度函数,且满足∫ +∞

−∞
|ψ|2 dxdydz =

∫ +∞

−∞
Qdxdydz = 1. (6)

在量子力学中, 粒子的运动满足运动学
Schrödinger方程

ih̄
∂
∂ t

ψ(X , t) = Ĥψ(X , t), (7)

其中, h̄为普朗克常量, Ĥ 为哈密顿算子,其表示形
式为

Ĥ =− h̄2

2m
∇2 +V (X). (8)

上式中, m表示粒子质量; V (X)表示粒子所在

的势能. 该模型称为 δ 势阱模型. 量子粒子群算
法就是基于 δ 势阱模型被提出来的. 其数学描述

为: 假设在一个 N 维的目标搜索空间中, 量子粒
子群算法由 m个代表潜在问题解的粒子组成群体

X(t) = {X1(t),X2(t), · · · ,Xm(t)},在 t 时刻,第 i个粒

子位置为

Xi(t) = {Xi,1(t),Xi,2(t), · · · ,Xi,N(t)}, i = 1,2, · · · ,m.

粒子没有速度向量, 个体最好位置表示为:
Pi(t)= [Pi,1(t),Pi,2(t), · · · ,Pi,N(t)],群体的全局最好位
置: G(t) = [G1(t),G2(t), · · · ,GN(t)], 且 G(t) = Pg(t),
其中 g 为处于全局最好位置粒子的下标, g ∈
{1,2, · · · ,m}. 为了保证算法的收敛性, 每个粒子
收敛于一点吸引子 rri = (rri,1,rri,2, · · · ,rri,N). 其公
式为

rr = (r1 ·Pi + r2 ·Pg)/(r1 + r2), (9)

式中, r1 和 r2 为 [0,1]之间随机数. 通过在 rr 点建

立一个 δ 势阱来模拟粒子的学习倾向性. 这与基本
粒子群算法中粒子向个体极值和全局极值学习的

能力相类似.

量子粒子群算法中引入了平均最好位置 (mean
best position, mbest). 它定义为所有粒子个体最好位
置的平均值,即

mbest =
1
m

m

∑
i=1

pi(t) =
(

1
m

m

∑
i=1

pi,1(t),

1
m

m

∑
i=1

pi,2(t), · · · ,
1
m

m

∑
i=1

pi,N(t)
)
, (10)

其中, m为种群规模.

则量子粒子群算法的进化方程为

x(t +1) = rr±α|mbest− (t)| ln 1
u
, (11)

其中, u为 [0,1]之间随机数; α 为收缩 -膨胀因子,
对参数 α 的控制将直接影响算法的性能. 一般, α
取值为从 1.0 线性减小到 0.5 时, 可以达到比较好
的效果,即

α = 1− t
T
×0.5, (12)

其中, T 为最大迭代次数; t 为当前迭代次数; 与基
本 PSO算法相比,在量子粒子群算法中,对于聚集
在 Pg 附近的粒子, 由于吸引子 rr 点是在 Pi 和 Pg

之间, 所以粒子以很大的概率在 Pg 附近出现. 算
法操作算子更少, 简化了计算, 并且引入平均最好
位置 mbest,这样使粒子间存在等待效应,大大提高
了算法的协同工作能力,从而增强了算法的全局搜
索能力.
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3 算法性能测试

为了验证算法的有效性和可行性, 分别利用
PSO算法、基于模拟退火算法的粒子群算法 (simu-
lated annealing particle swarm optimization, SA-PSO)
和本文提出的量子粒子群算法对以下 2 个典型测
试函数进行研究.此时,适配函数即为函数本身.

1) Schaffer函数

f (x) =0.5+

(
sin

√
x2 + y2

)2
−0.5

(1.0+0.001(x2 + y2))2 ,

x ∈ [−100,100],

y ∈ [−100,100],

f (0,0) = 0.

2) RA-Rastrigin函数

f (x) =x2 + y2 − cos(18x)− cos(18y),

x ∈ [−5,5],

y ∈ [−5,5],

f (0,0) =−2.

对上述 2 个典型测试函数进行仿真测试, 算
法参数设置为: QPSO 算法、SA-PSO 算法、基本
PSO 算法的群体规模均为 m = 30, 迭代次数均为
maxiter = 200,种群维数均为 d = 2.

QPSO算法参数设置为 α 在 [1,0.5]之间线性
递减; SA-PSO算法设置为衰减因子 λ = 0.95,加速
因子 c1 = c2 = 2.05,初始温度 t = fitness(pg)/ ln(2);
PSO 算法的参数设置为加速因子 c1 = c2 = 2, 惯
性权重 w 在 [0.9,0.4] 之间线性递减; 三种方法下,
Schaffer 函数、RA-Rastrigin 函数的适应度值随迭
代次数的变化曲线分别如图 1,图 2所示.

图 1 Schaffer函数结果比较图

图 2 RA-Rastrigin函数结果图

从图 1、图 2的仿真结果可以看出,利用QPSO

算法、SA-PSO算法、基本 PSO算法对 Schaffer和

RA-Rastrigin函数进行寻优,随着迭代次数的增加,

QPSO算法可以快速收敛于最优点,所用时间短,弥

补 PSO算法的不足,证明了 QPSO算法的有效性.

4 基于 QPSO算法的混沌系统辨识

4.1 混沌系统辨识原理

考虑如下的具有 m个参数 n维的混沌动力学

系统为

ẋ = f (x,x0,θ), (13)

其中, x = (x1,x2, · · · ,xn)
T ∈ Rn表示一个 n维的原系

统状态向量; x0 表示初始向量; θ = (θ1,θ2, · · ·θm)
T

表示初始参数.

当进行估计参数时,假设被估计系统为

˜̇x = f (x̃,x0, θ̃), (14)

其中, ˜̇x = (x̃1, x̃2, · · · , x̃n)
T ∈ Rn 为待估计状态向量.

θ̃ = (θ̃1, θ̃2, · · · θ̃m)
T 为参数待估计值.则混沌系统辨

识原理图如图 3所示:

图 3 参数估计原理图
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为了获得混沌系统参数的估计值 θ̃ = (θ̃1, θ̃2,
· · · , θ̃m),将原系统参数的输出 x = (x1,x2, · · · ,xn)与

参数系统输出 ˜̇x = (x̃1, x̃2, · · · , x̃n) 的误差的平方和

反馈到算法中,在一个适配函数的评价下通过不断
调整参数模型,直至适配函数取最小值.

4.2 适配函数选取

由混沌系统辨识原理可知,进行参数估计问题,
配置成如下所示的优化问题:

minJ =
1
m

m

∑
k=1

∥ẋk − ˜̇xk∥2, (15)

其中 m表示用于参数估计的数据的长度, ẋk, ˜̇xk 分

别表示状态矢量原系统与待估计系统在 k 时刻的

输出值. 明显的, 混沌系统的优化估计是一个多维
的连续优化问题.由于不稳定的混沌系统的动态行
为, 参数不容易获得, 另外, 对于适配函数, 存在多
个变量、多个局部最优点的问题,传统的优化方法
很容易捕获在局部最优点,但是难以实现全局最优
参数. 本文利用量子粒子群算法对典型混沌系统进
行参数估计,并与基本粒子算法与遗传算法进行比
较,从而验证了量子粒子群算法对混沌系统进行参
数辨识具有很重要的意义.

4.3 算法实现流程

利用 QPSO算法辨识混沌系统,将需要辨识的
一组参数比作算法中的一个粒子,在适配函数 (15)
的评价下, 使原系统输出逼近参数模型输出. 具体
流程为:

初始化种群中的每个粒子的位置,并记录个体极值 pi 和全局极值 pg

fori = 1 : m(mis population size)

计算函数适应度值 f (xi);

if f (xi)< f (pi), then pi = xi, pg = min(pi), mbest =
1
m

×∑m
i=1 pi

end for

for j = 1 : d(dis population dimension)

r1 = rand, r2 = rand; u = rand; rr = r1 ·Pi + r2 ·Pg/r1 + r2; end for

If rand(0,1)> 0.5 xid(t +1) = rrid(t)−α|mbest(t)− xid(t)| ln
(

1
u

)
else

xid(t +1) = rrid(t)+α |mbest(t)− xid(t)| ln
(

1
u

)
end if

until meet the termination conditions

5 混沌系统仿真实验

为了验证算法的有效性,选择典型的混沌系统

—–Lorenz 系统进行参数估计. 下述系统是一个物

理上的两平衡板间的热对流问题.其表达式为

ẋ1 = a(x2 − x1),

ẋ2 = bx1 − x2 − x3x1,

ẋ3 = x1x2 − cx3, (16)

其中, x1 是正比于对流强度的量, x2 是正比于上升

与下沉气流之间的温度差, x3 正比于实际温度垂

直分布于线性分部的偏差. a表示与流体的普兰特

准数成比例, 反应流体物性对传热的影响. b 表示

流体空间水平与垂直方向的特征数. c表示与流体

Rayleigh数成比例. 这里主要研究参数 a,b,c未知

时的情况. 当参数 a = 8/3, b = 10, c = 28时,系统

表现为混沌状态. 其演化过程为如图 4所示.

图 4 Lorenz混沌系统动力学轨迹

利用量子粒子群算法辨识上述 Lorenz系统,假

设 x = (x1,x2,x3)为可观察数据, θ = (a,b,c)为要估

计参数向量.

在仿真过程中, 参数设置为: 参数变化范围:

a ∈ [0,3],b ∈ [9,12],c ∈ [25,30], 三种方法的迭代次

数均为 30 次, 种群规模为 30. QPSO 算法设置

为 β 在 [0.5,1] 线性减小. PSO 算法: 加速因子

c1 = c2 = 1.49445, 惯性权重 w = 0.729, 最大速度

vmax = [2,10,30]; GA算法设置:交叉概率 pc = 0.85,

变异概率 pm = 0.02,分别利用上述三种方法对混沌

系统辨识,独立运行 20次,结果如表 1.

从表 1可以看出,利用 QPSO算法得到的 a, b,

c 三个参数的值的精度要比 PSO 算法和 GA 算法

得到的参数的精度要高. 从运行时间上, GA算法的

运行时间最长,占用电脑大量资源, QPSO算法运行

时间最短, 提高利用率. 三种方法下函数适配值随

着迭代次数的增加,显示过程如图 5所示.
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表 1 算法结果参数值

算法
辨识参数值

运行时间/s
a b c

GA 2.639 9.891 27.125 487.875

PSO 2.686 9.991 27.900 144.265

QPSO 2.667 10.003 28.000 75.828

图 5 函数适应度值曲线

从图 5可以看出,随着迭代次数的增加, GA算
法虽然很快收敛, 但是陷入了一个局部极值过程,
当迭代次数达到 15代左右时, QPSO算法已经找到
最优解,而基本 PSO算法则处于搜索过程当中,当
迭代次数到达 25左右时, PSO算法收敛于全局极
值,而此时, QPSO算法已趋于稳定. 从而也说明了
QPSO算法的收敛速度要好于另外两种方法. 为了
显示三个参数的变化过程,本文给出了基本 PSO算
法和 QPSO 算法的 a, b, c 三个参数变化过程比较

图,此时,选取的迭代次数为 120,结果如图 6所示.

图 6 参数 a, b, c比较图

从图 6可以看出, QPSO算法对参数 a, b, c的

估计值,可以在很短时间内收敛到真实值.而 PSO
算法的收敛速度要慢. 从而也验证了 QPSO算法的
快速收敛性.

6 结 论

本文在基本粒子群算法的基础上,提出量子粒
子群算法对混沌系统进行参数辨识的方法, 首先
利用典型测试函数证明算法具有更好的全局优化

能力, 弥补了基本算法的不足, 并以典型混沌系统
Lorenz 系统进行研究, 仿真证明, 该方法可以得到
很好的辨识结果,对混沌控制与同步具有很重要的
意义.
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Abstract
Aiming at the parameter identification problem in chaotic systems, we propose the quantum particle swarm optimization algorithm

based on the swarm intelligence particle swarm optimization. The test functions show that the method has good global optimization.
Then the method is applied to the parameter identification problem of the chaotic system. We transform the parameter identification
problem into the optimization in the multi-dimensional function space. Through research on the balance board thermal convection in a
typical chaotic Lorenz system, the proposed method has been compared with the basic algorithm and the genetic algorithm. Simulation
results show that the proposed algorithm is effective, and is very important to the development of chaos theory.
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