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应用格子 Boltzmann模型模拟一类二维偏微分方程*
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针对一类含源的二维非线性偏微分方程,通过 Chapman-Enskog展开技术和多尺度分析提出了带修正项的简单

格子 Boltzmann模型. 用模型模拟了几类二维偏微分方程,数值模拟结果与精确解相符合.成功将格子 Boltzmann方

法应用到二维偏微分方程的数值求解中.
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1 引 言

以应用为目的,或以物理、力学等其他学科问
题为背景的微分方程的研究,不仅是传统应用数学
中一个最主要的内容,也是当代数学的一个重要组
成部分. 它是数学理论与实际应用之间的一座重要
桥梁,研究工作一直十分活跃,研究领域日益扩大.
目前微分方程研究的主体是非线性偏微分方

程 (NLPDE).很多意义重大的自然科学和工程技术
问题都可归结为非线性偏微分方程的研究.现实生
活的许多领域内数学模型都可以用 NLPDE 来描
述,很多重要的物理、力学等学科的基本方程本身
就是 NLPDE.而对于求 NLPDE的精确解,近 20多
年来,虽然人们已建立和发展了一些求解非线性偏
微分方程的方法 [1−8],但对非线性演化方程目前仍
无统一的求解方法. 一般的非线性偏微分方程只在
很特殊的初边值条件下才有解析解,而在通常情况
下只能进行数值求解.
格子 Boltzmann 方法 (LBM) 是近年发展起来

的一种新的流体计算方法,在流体力学的研究中取
得了很多成果, 参见文献 [9—20]. 格子 Boltzmann
方法源于格子气自动机 (lattice gas antomata, LGA).
LGA 方法是原胞自动机 (CA) 在流体力学中的具

体应用,是空间、时间和速度空间都离散的一个虚

拟微观模型,与以连续微分方程为基础的传统计算

流体力学方法有着本质的不同.但是, LGA方法也

有许多不足之处. 由于含有随机因素, LGA的计算

结果往往包含很大的统计噪声, LGA 的宏观方程

也不是标准的流体运动宏观方程. 格子 Boltzmann

方法正是为了克服 LGA方法的一些不足而发展起

来的一种新方法. LBM 的主要特点是以一个单粒

子分布函数取代 LGA方法中的布尔变量. LBM不

但克服了 LGA的缺点,继承了 LGA方法的主要优

点, 而且还有许多新的优点, 如计算量小、计算效

率高、变成简单等.

至今在流体力学研究方面利用格子 Boltzmann

方法的成果,大部分都是对 1+1维非线性偏微分方

程进行了数值求解. 文献 [21, 22]研究了二维扩散

方程和二维对流扩散方程的格子 Boltzmann 模型,

在此基础上,本文研究一类二维含源的非线性偏微

分方程初值问题：

ut +aun ·∇u+b∆u = F(u), (x,y) ∈ Ω , t ∈ (0,T ],

u(x,y,0) = u0(x,y),

u = 0, (x,y) ∈ Γ = ∂Ω , t > 0, (1)
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其中

aun ·∇u = un
(

a1
∂u
∂x

+a2
∂u
∂x

)
,

∆u =
∂ 2u
∂x2 +

∂ 2u
∂y2 ,

u > 0 是密度函数, a = (a1,a2)
T, b 为常数, 记

X = (x,y) ∈ Ω . 若在问题 (1)中取

1) a = (1,1)T, b = −0.001, F(u) = ϕ(u, t) =
−u2 +G(x,y, t) =−u2 + txy(1− x)(1− y)ex+y, n = 0,
则方程 (1)是二维对流扩散问题.

2) a= 0, b=−1, F(u) = ϕ(u(x,y, t), t), u0(x,y)=

100xy2,其中

ϕ(u(x,y, t), t) =−100x(y2 +2)exp(−t),

Ω = {(x,y)|0 6 y 6 1,y 6 x 6 y+0.5}.

则方程 (1)是二维抛物型方程初边值问题.

3) a = (0,0)T,F(u) = 0,则方程 (1)是二维扩散
问题.

在本文数值模拟部分将针对这三种问题进行

解析解与数值解的比较.

2 格子 Boltzmann方法

采用 D2Q4模型,离散速度方向为

[e1,e2,e3,e4] =

 1 0 −1 0

0 1 0 −1

 . (2)

在二维模型中,每个节点与周围最邻近的 4个节点
相连, 沿每一格线运动的粒子分布函数为 fi(X , t),
(i = 1,2,3,4). 引入小参数 ε 作为时间步长和 Knud-
sen数. 这样构造的 2+1维格子 Boltzmann方程为

fi(X + cεei, t + ε2)− fi(X , t)

=− 1
τ
[ fi(X , t)− f eq

i (X , t)]+ εhi(X , t)+
ε2d
4

F(u),

(3)

其中 εhi(X , t) 是修正项,τ 是弛豫时间, f eq
i (X , t) 为

局部平衡态分布函数,c,d 为常数. 修正函数 hi(X , t)

定义为

hi(X , t) =



λ1u2, i = 1,

λ2u2, i = 2,

−λ1u2, i = 3,

−λ2u2, i = 4,

(4)

这里 λ1,λ2 是常数. 物理量 u(X , t)定义为

u(X , t) =
4

∑
i=1

fi(X , t) =
4

∑
i=1

f (0)i (X , t), (5)

其中 f (0)i (X , t) = f eq
i (X , t),给定

f (0)i (X , t) =
1
4

u(X , t). (6)

将方程 (3)左边作 Taylor展开到 ε2 项得

ε2 ∂ fi

∂ t
+ cεei ·∇ fi +

1
2

c2ε2(ei ·∇)2 fi

=−
fi − f (0)i

τ
+ εhi +

ε2d
4

F(u). (7)

应用 Chapman-Enskog多尺度展开技术,令

fi =
n

∑
i=0

εn f (n)i = f (0)i + ε f (1)i + ε2 f (2)i + · · · , (8)

其中 f (1)i , f (2)i 满足守恒律

∑
i

f (1)i (X , t) = ∑
i

f (2)i (X , t) = 0. (9)

将 (8)式代入 (7)式,得

ε2 ∂ f (0)i
∂ t

+ cεei ·∇ f (0)i + cε2ei ·∇ f (1)i

+
1
2

c2ε2(ei ·∇)2 f (0)i +O(ε3)

=− ε
τ
( f (1)i −hi)−

ε2

τ

(
f (2)i − τd

4
F(u)

)
. (10)

比较两端小参数 ε 的同阶项得

cei ·∇ f (0)i −hi =−
f (1)i
τ

, (11)

∂ f (0)i
∂ t

+ cei ·∇ f (1)i +
1
2

c2(ei ·∇)2 f (0)i

=−
f (2)i − τd

4
F(u)

τ
. (12)

将 (11)式代入 (12)式得

∂ f (0)i
∂ t

+ τcei ·∇hi − c2
(

τ − 1
2

)
(ei ·∇)2 f (0)i

=−
f (2)i
τ

+
d
4

F(u). (13)

对 (13)式关于 i求和,并利用守恒性质得

∂u
∂ t

+ τc
4

∑
i=1

ei ·∇hi − c2
(

τ − 1
2

) 4

∑
i=1

(ei ·∇)2 f (0)i

=dF(u), (14)

而
4

∑
i=1

ei ·∇hi = 4λ1u
∂u
∂x

+4λ2u
∂u
∂y

, (15)
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4

∑
i=1

(ei ·∇)2 f (0)i =
1
4

4

∑
i=1

(ei ·∇)2u

=
1
2

(
∂ 2u
∂x2 +

∂ 2u
∂y2 ) =

1
2

∆u. (16)

将 (15),(16)式代入 (14)式得

ut +4λ1τcu
∂u
∂x

+4λ2τcu
∂u
∂y

− 1
2

c2
(

τ − 1
2

)
∆u = dF(u). (17)

为了恢复方程 (1),取

4λ1τc = a1,4λ2τc = a2,d = 1,

c2

2

(
1
2
− τ

)
= b (18)

即可.令

∆x = ∆y = cε = h, ∆t = ε2. (19)

由 (18), (19)式可得

τ =
1
2
− 2b∆t

h2 ,

λ1 =
a1
√

∆t
4τh

, λ2 =
a2
√

∆t
4τh

. (20)

将 (19), (20)式代入 (3)式即得到显式迭代格式.

3 数值模拟

为检验模型的误差精度, 定义整体相对误差

(global relative error, GRE)为

GRE(t) =
∑
i, j
|u(xi,y j, t)−u∗(xi,y j, t)|

∑
i, j
|u∗(xi,y j, t)|

,

其中 u(xi,y j, t),u∗(xi,y j, t)分别为数值解和解析解,
在所有格点进行求和.
在方程 (1)中取 a = (1,1)T,b =−0.001,F(u) =

ϕ(u, t) = −u2 + G(x,y, t) = −u2 + txy(1 − x)(1 −
y)ex+y,n = 0, 则方程 (1) 是如下的线性对流扩散
问题.
算例1 对流扩散问题

∂u
∂ t

+a ·∇u−b∆u = F(u),

(x,y) ∈ Ω = [0,1]× [0,1], t ∈ (0,T ],

u(x,y, t) = 0, (x,y) ∈ ∂Ω , t ∈ (0,T ],

u(x,y,0) = 0, (x,y) ∈ Ω .

模型中采用均匀网格,格子数 Nx ×Ny = 100× 100.
边界处理方法为非平衡态外推格式,模型参数分别
取为 ∆t = 0.0001, c = 10, ∆x = ∆y = 0.01, b = −1,
τ = 0.52. 图 1,图 2分别给出了 t = 0.1 s和 t = 10 s
时的数值解和解析解的三维可视化对比. 表 1列出
了不同时刻对流扩散问题的数值解与解析解之间

的整体相对误差.

表 1 不同时刻对流扩散问题的数值解与解析解的整体相对误差

t/s 0.1 10 50 100 150

GRE/10−6 1.0846 6.4117 3.3807 1.4355 1.7397

图 1 算例 1在 t = 0.1 s时解析解与数值解的可视化对比
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从表 1和图 1、图 2可以看出,本文所建立的
带修正项的格子 Boltzmann方法是十分有效的. 经
过长时间的演化,数值解与解析解十分符合且相对
误差比较小.
在方程 (1)中取

a = 0, b =−1,

F(u) = ϕ(u(x,y, t), t),

u0(x,y) = 100xy2,

其中

ϕ(u(x,y, t), t) =−100x(y2 +2)exp(−t),

Ω = {(x,y)|0 6 y 6 1,y 6 x 6 y+0.5}.

则问题 (1)是下面线性抛物型方程初边值问题.
算例2 线性抛物型方程初边值问题

∂u
∂ t

= ∆u+ϕ(x,y, t), (x,y) ∈ Ω ,0 6 t 6 1,

u(x,y,0) = 100xy2, (x,y) ∈ Ω ,

u(x,y, t) = 100xy2 exp(−t),

(x,y) ∈ ∂ΩW \E,0 6 t 6 1,

∂u
∂n

= 0, (x,y) ∈ E = {(x,y)|y = 0,0 < x < 0.5}.

该问题有唯一真解为

u = u(x,y, t) = 100xy2 e−t .

模型中的参数分别取值

∆t = 0.0001, c = 100,

∆x = ∆y = 0.05, b =−1, τ = 0.5.

边界处理同算例 1,在 x = 0.5处,分别比较了解析

解和数值解在时间 t = 0.1, 1, 10, 20(s)时二维横截

面可视化对比,结果见图 3.

图 2 算例 1在 t = 10 s时解析解与数值解的可视化对比

在方程 (1) 中取 a = (0,0)T, F(u) = 0, 则问题

(1)是下面二维扩散问题.

算例3 二维扩散方程

ut −∆u = 0, Ω = (−1,1)× (−1,1),

u(x,y,0) = sin(πx)sin(πy),

u(−1,y, t) = u(1,y, t) = 0,

u(x,−1, t) = u(x,1, t) = 0.

该方程的解析解为

u(x,y, t) = exp(−2π2t)sin(πx)sin(πy).

给定的待定参数值如下: ∆t = 0.0001, c = 10,
∆x = ∆y = 0.1, b =−1, τ = 0.52.
模型中采用均匀网格, 边界处理方法为非平

衡态外推格式. 图 4, 图 5 分别给出了 t = 0.2 s 和
t = 2 s时的数值解和解析解的三维可视化对比.

图 6 分别给出了 y = 0.5, t = 0.2 s, y = 0.5,
t = 0.1 s时解析解与数值解的比较.
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图 3 算例 2在 x = 0.5, t = 0.1, 1, 10, 20 (s)时解析解与数值解的比较

图 4 t = 0.2 s时的数值解和解析解对比

4 结 论

本文针对二维含源非线性偏微分方程, 构造

了具有三阶精度的格子 Boltzmann 模型. 通过

Chapman-Enskog 多尺度展开技术, 几类二维偏微

分方程从连续的 Boltzmann方程中得到了还原. 通

过与 3个二维偏微分方程进行比较的数值算例,我

们验证了本文所提模型的数值有效性. 在这 3个数
值试验中,我们都保证了 τ > 0.5,以保证数值结果
的稳定性, 这样基于实际的数值模拟经验, 尽量使
方程 (1)中 b < 0即可满足这一要求. 数值模拟结果
表明, 经过较长时间的演化, 数值解与解析解仍然
十分符合.本文的模型可以推广到更复杂和维数更
高的模型,我们将在今后继续展开相关研究.
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图 5 t = 2 s时的数值解和解析解对比

图 6 y = 0.5, t = 0.1,0.2 s时解析解与数值解的比较
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Abstract
For a class of two-dimensional nonlinear partial differential equation with the source term,a simple lattice Boltzmann model with

amending function is proposed and studied using the Chapman-Enskog expansion technique and multiple-scale analysis. In this paper,
some partial differential equation are simulated, the numerical results and exact solutions are shown to be almost completely fitting
with each other. The lattice Boltzmann method is further extended to two-dimensional partial differential equation.

Keywords: two-dimensional nonlinear partial differential equation, lattice Boltzmann method, Chapman-Enskog
multi-scale expansion
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