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二维泊松方程的遗传 PSOR改进算法*
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针对二维泊松方程在实际应用过程中几种常用方法存在计算量大、易发散、局部收敛等不足,提出了一种改进

算法. 该算法基于并行超松弛迭代法,采用遗传算法对松弛因子进行全局寻优,解决了超松弛迭代法求解泊松方程

时最佳松弛因子难以确定的问题.构建了多目标适应度函数,优化了遗传算子参数,分析了算法的计算量、计算时

间与误差精度,与传统方法进行了对比研究.结果表明: 松弛因子对泊松方程求解的速度与精度影响显著;改进算法

能减少迭代次数,节省计算时间,加快方程的求解;算法适合于求解计算量较大、精度要求较高的时域有限差分方

程,而且精度要求越高,算法的性能越好,节省的时间也越多.
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1 引 言

泊松方程是数学中一个常见的椭圆型偏微分

方程,诸多物理现象如电磁,热传导和流体力学等,

都可用泊松方程来描述 [1]. 泊松方程的常用解法有

3种: 第 1种是格林函数法 [2]. 格林函数可以将微

分方程边值问题转化为积分方程问题,但对于有限

域的泊松方程, 因为找不到其对应的格林函数, 故

该法求解比较困难.第 2种是分离变量法 [3]. 分离

变量法是求解数学物理方程中应用最广泛的一种

方法, 但该法在应用时坐标系的选择有一定限制,

当所求解模型的边界面与某坐标系统的坐标面相

符合,或者至少分段地与坐标面相符合时才能使用.

第 3种是有限差分法 [4]. 该方法是最早且很好的求

解方法, 对于研究抛物形和椭圆形问题, 受到人们

的关注和重视.但有限差分方法对于椭圆形问题的

逼近往往需要求解较大的稀疏矩阵,数据处理也很

复杂.

众所周知,泊松方程的有限差分逼近往往构成

一个较大的线性方程组, 对于这样大规模的计算,

迭代方法 [5−8] 被认为是求解此类方程组最为合适

的方法. 考虑到成本与速度,大容量的并行机和有

效的数值并行方法及并行算法起到了非常重要的

作用. 并行超松弛迭代算法 [9] (parallel successive

over-relaxation iteration, PSOR) 因其有明显的并行

性,能大大提高计算效率、节省计算时间、减少迭

代次数,是一种比常用迭代方法如雅可比 (Jacobi)、

高斯-赛德尔 (Gauss-Seidel, G-S)、逐次超松弛迭代

(successive over-relaxation iteration, SOR) 更优的方

法. 同时遗传算法 [10,11] (genetic algorithm, GA) 借

鉴达尔文的物竞天择、优胜劣汰、适者生存的自

然选择和自然遗传机理,通过模拟生物自然进化过

程搜索最优解,具有高度并行、随机、全局自适应

搜索的特点. 本文提出将遗传算法与 PSOR结合的

改进方法, 既保留了上述几种方法的优点, 也克服
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了它们的缺陷, 在保证计算精度的前提下, 提高了
方程的收敛速度,节省了计算时间.
本文介绍了 PSOR 算法求解二维泊松方程的

优缺点;分析了二维泊松方程 PSOR算法的改进方
法,利用多目标 GA[12,13]对松弛因子进行全局寻优,
对遗传算子的参数进行了优化配置;把改进的方法
与 Jacobi, Gauss-Seidel, SOR以及 PSOR进行对比,
分析了各算法的性能,最后给出数值算例验证算法
的有效性和精确性.

2 二维泊松方程 PSOR算法

如图 1所示,用正方形网格划分场域D,步长为
h,中心节点 0上的位函数用 φi, j 表示,节点 1, 2, 3
和 4上的位函数分别用 φi+1, j, φi, j+1, φi−1, j和 φi, j−1

表示,场域中其他各网格点电位表示依此类推.

图 1 平面场域网格节点

在场域 D上,电位的二维泊松方程为

∂ 2φ
∂x2 +

∂ 2φ
∂y2 =−F. (1)

这里 F 表示电场中的
ρ
ε
或磁场中的 µJ, 边界

条件为

u(x,y) = g(x,y) , (x,y) ∈ ∂D. (2)

其中 ∂D为场域 D的边界, g(x,y)是边界上的电位
函数.
若用有限差分逼近来求解泊松方程,最为常见

的是标准的五点公式

φi, j =
1
4
(
φi+1, j +φi, j+1

+φi−1, j +φi, j−1 +h2F
)
. (3)

Jacobi法用前一次迭代得到网络格点位函数值
作为下一次迭代时的设定值, 即 (i, j) 点在 (n+ 1)

次迭代时的位函数值 φ(n+1)
i, j 为

φ(n+1)
i, j =

1
4

(
φ(n)

i+1, j +φ(n)
i, j+1

+φ(n)
i−1, j +φ(n)

i, j−1 +h2F
)
. (4)

Jacobi 法需要两个内存单元, 分别存储两次
相邻迭代的近似值, 因而占用的内存大, 收敛速
度较慢.

Gauss-Seidel 法将网格节点位函数左下方的
新值代替旧值, 使收敛速度得到提高, 其迭代格
式为

φ(n+1)
i, j =

1
4

(
φ(n)

i+1, j +φ(n)
i, j+1

+φ(n+1)
i−1, j +φ(n+1)

i, j−1 +h2F
)
. (5)

但是当网格的节点数目很大时,此法的收敛速
度仍然很慢.

SOR法进行了一些改进, 引入了松弛因子, 降
低了计算机存储量. 但缺点是 SOR 法没有明显
的并行性, 而且最佳松弛因子选取困难, 其迭代格
式为

φ(n+1)
i, j = (1−ω)φ(n)

i, j +
ω
4

(
φ(n)

i+1, j +φ(n)
i, j+1

+φ(n+1)
i−1, j +φ(n+1)

i, j−1 +h2F
)
, (6)

式中, 权数 ω 称为松弛因子或加速收敛因子,
1 < ω < 2. 松弛因子 ω 决定了迭代解收敛的速
度, 合适的收敛因子能加快收敛速度, 而不合适的
收敛因子将降低收敛速度甚至发散.

PSOR 的思想是将场域 D 先分成 P1 × P2 个

非重叠子区域 (如图 2 所示, 其中 P1 = P2 = 2), 用
P1 ×P2 台处理机对每个子域分别进行超松弛迭代.
具体方法为构造四个 SOR迭代格式 [14,15]:

φ(n+1)
i, j = (1−ω)φ(n)

i, j +
ω
4

(
φ(n+1)

i+1, j +φ(n+1)
i, j+1

+φ(n)
i−1, j +φ(n)

i, j−1 +h2 fi, j

)
, (7a)

φ(n+1)
i, j+1 = (1−ω)φ(n)

i, j+1 +
ω
4

(
φ(n+1)

i+1, j+1 +φ(n)
i, j+2

+φ(n)
i−1, j+1 +φ(n+1)

i, j +h2 fi, j+1

)
, (7b)

φ(n+1)
i+1, j = (1−ω)φ(n)

i+1, j +
ω
4

(
φ(n)

i+2, j +φ(n+1)
i+1, j+1

+φ(n+1)
i, j +φ(n)

i+1, j−1 +h2 fi+1, j

)
, (7c)

φ(n+1)
i+1, j+1 = (1−ω)φ(n)

i+1, j+1 +
ω
4

(
φ(n)

i+2, j+1 +φ(n)
i+1, j+2

+φ(n+1)
i, j+1 +φ(n+1)

i+1, j +h2 fi+1, j+1

)
. (7d)
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图 2 PSOR算法格式

图中算法格式分为三步:第一步,用 (7a), (7b),

(7c), (7d) 式分别迭代 Ω1, Ω2, Ω3, Ω4 子区域上的

网格内点;第二步,用 (7a), (7b), (7c), (7d)式联立迭

代内边界相交的四个点, 公式 (7a), (7c); (7b), (7d);

(7c), (7d); (7a), (7b)分别迭代内边界上其他节点. 第

三步, 验证收敛性, 若收敛则停止迭代, 否则转向

第一步.

由于采用了并行技术,计算机各处理器间通信

与计算时间重叠, 获得了较为理想的加速效率. 因

此, PSOR用于计算机求解泊松问题时,可以减少迭

代次数, 节省计算机程序运行的时间, 缺点是最佳

因子选择困难.

最佳收敛因子的取值因问题而异,目前只有少

数模型问题,才有确定使收敛速度达到最优的松弛

因子 (最佳因子)的理论公式 [16],在一般的情况下,

最佳收敛因子只能凭借经验取值,因此如何快速选

取最佳因子成为 PSOR 法的关键. 基于此目的, 本

文对 PSOR法进行改进,采用多目标 GA对松弛因

子进行全局寻优, 形成新的算法 (GPSOR), 解决了

最佳因子选择困难的问题.

3 多目标遗传 PSOR改进算法的设计

为了使遗传算法获得良好的性能,对各参数进

行优化配置是十分必要的. 遗传算法所涉及的要素

有参数编码、初始群体的设定、适应度函数的设

计、遗传操作的设计和控制参数的设定等.

3.1 适应度函数及编码

适应度函数值的大小用来区分每个个体的优

劣, 并判定个体是否进入下一代. 本文采用遗传算
法对最佳收敛因子 ω 进行全局寻优, 确定 ω 在区
间 (0, 2)上的最优值.由以上分析知 ω 在很大程度
上影响迭代收敛的速度与精度.因此适应度函数应
包含迭代次数 K 以及收敛精度这两个因素,考虑双
目标适应度函数为

F1 = K,

F2 = max
∣∣∣φ(K)

i j (ω)−φ(K−1)
i j (ω)

∣∣∣ . (8)

则标准适应度为

Ffit = c1F1 + c2F2. (9)

式中 c1, c2 为加权系数,满足 c1 + c2 = 1,且 c1 > 0,
c2 > 0. 如果 ω 选取合适, 随着迭代的进行, F2 将

逐渐接近于零,是一个减函数,而迭代次数 K 逐渐

变大, F1 是一个增函数. (9) 式将这两个函数进行
加权求和, 可以得到一个凸函数, 根据凸函数的性
质可知该函数唯一极值点即为最佳的松弛因子. 结
合遗传算法适应度最大化原则,对标准适应度作如
下修改:

Ffit =
1

1+ c1F1 + c2F2 . (10)

调整后的适应度在 (0, 1)区间内,具有更好的鉴别
力. 由于 F1 与 F2 数量级不一致,因此进一步对 F1

与 F2 进行规范化,令权系数 c1, c2 满足

c1

c2
=

maxF2
n

maxKn
,(n = 1,2, · · · ,N). (11)
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式中 N 为种群大小; maxF2
n 表示当前代的最大误

差; maxKn表示当前代迭代次数的最大值,它与 GA
寻优时间成正比. 若 maxKn 过大, GA算法用时太
长,将降低 GA的作用; 若 maxKn 过小,GA将提前
收敛而得不到最佳因子. 因此, 在保证最佳因子优
先的前提下, maxKn 应尽量取一个较小的值.规范
化有利于均衡 F1 与 F2 的比例,使适应度函数更趋
合理,规范化后的适应度为

c1 + c2 = 1,
c1

c2
=

maxF2
n

maxKn
,(n = 1,2, · · · ,N) ,

Ffit =
1

1+ c1K + c2 max
∣∣∣φ(K)

i j (ω)−φ(K−1)
i j (ω)

∣∣∣ .
(12)

由 (12)式可知,在算法早期, F2 占据主导作用,
算法的主要目的是寻找精度较高的收敛因子;而在
算法晚期, F1 占据主导作用,算法的主要目的是寻
找收敛速度较快的收敛因子. 因此, 该适应度函数
不仅具有凸函数的性质符合适应度函数的选取原

则,而且综合了 “准”和 “快”的特点,有利于 GA快
速进行全局寻优.
对于染色体的编码,由于二进制编码个体长度

大, 在进行数值优化时精度不高, 且稳定性不如实
数编码, 因此本文采用实数编码方法对染色体进
行编码.

3.2 遗传算子

为了获得良好的新一代群体实现群体进化,进
一步对遗传算子进行设计,这是遗传策略的主要组
成部分,也是调整和控制进化过程的基本工具.

3.2.1 选择算子
选择操作是遗传算法中环境对个体适应性的

评价方式,也是实现群体优良基因传播的基本方式.
考虑双目标适应度函数为凸函数, 具有唯一极值
的特点, 选择算子应该选用截断选择方法. 该方法
只允许最优秀的个体才能选为父体,截断选择的参
数为截断阈值 T , 10%6 T 6 50%,即有 1-T 的个体
没有机会被选择,因此算法收敛速度快. 结合没有
重串的稳态繁殖法 (steady state reproduction without
duplicates),在形成新一代种群时,首先保留上一代
中优质的个体,然后检查新加入的个体与种群中现
有个体是否重复,如果重复就舍弃. 这种做法增大
了个体在种群中的分布区域,提高了种群的多样性,
避免了不必要的适应度计算.

3.2.2 交叉算子
算术交叉算子是实数编码遗传算法中应用最

广泛的一种算子, 其采用的交叉方法是线性插值.
比如在两个体 ω1, ω2 之间进行算术交叉,则交叉运
算所产生出的两个新个体 ω∗

1 , ω∗
2 为

ω∗
1 = aω1 +(1−a)ω2,

ω∗
2 = (1−a)ω1 +aω2,

(13)

其中 a是 (0, 1)区间内的随机数. 由方程组可知,无
论 a选择何值,交叉后新个体不会超出两个旧个体
所界定的范围, 其好处是新个体特征可控, 加快了
局部寻优的计算速度.

3.2.3 变异算子
变异本身是一种局部随机搜索,使遗传算法具

有局部的随机搜索能力以及保持种群的多样性,防
止出现过早收敛. 本文基于实值编码采用非均匀实
值变异算子

ω ′ =

 ω +∆(t,ωmax −ω) , d > 0.5,

ω −∆(t,ω −ωmin) , d 6 0.5,
(14)

式中 ωmax 和 ωmin 分别为 ω 的上界和下界值, t 为

当前进化代数, ω 为变异前的值, ω ′ 为变异后的值,
d 为 [0, 1]区间的随机数, ∆(t,y)为

∆(t,y) = y · r · (1− t/W )b, (15)

这里 r 为 [0,1]区间的随机数, W 为最大进化代数;
b为确定非均匀度的参数. 由 (14)式可知, 进化初
期, 变异步长较大, 因此有利于扩大编码空间搜索
的广度, 提高模式重组能力, 使最佳因子迅速跳到
极值点附近;进化后期,变异步长较小,有利于提高
个体生存能力, 在极值点附近逐步求精. 因此,(14)
式可以有效提高 GA的性能.

3.2.4 交叉概率和变异概率
GA参数中交叉概率 Pc 和变异概率 Pm 的选择

也是影响遗传算法行为和性能的关键所在. Srin-
vivas 等提出一种自适应遗传算法 (adaptive GA,
AGA)[17], Pc 和 Pm 能够随适应度自动改变,其好处
是在保护最优个体的同时加快了较差个体的淘汰

速度, Pc 和 Pm 计算表达式如下:

Pc =


Pc1 −

(Pc1 −Pc2)
(

f ′− favg
)

fmax − favg
, f ′ > favg,

Pc1, f ′ < favg,

(16a)
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Pm =


Pm1 −

(Pm1 −Pm2)( fmax − f )
fmax − favg

, f > favg,

Pm1, f < favg,

(16b)

式中 fmax 为每代群体最大适应度值; favg 为每代群

体平均适应度值; f ′ 为两个交叉个体较大的适应度
值; f 为变异个体的适应度值; Pc1 = 0.9, Pc2 = 0.6,
Pm1 = 0.1, Pm2 = 0.001.

4 数值和仿真分析

为了验证改进算法的有效性,考虑如下二维泊
松方程:

∂ 2φ
∂x2 +

∂ 2φ
∂y2 = 4xcos(x)+

(
5− x2 − y2)sin(x) ,

Ω : x2 + y2 −1 = 0, (x,y ∈ [−1,1]).
(17)

边界 ∂Ω 满足 Dirichlet 边界条件, u = 0 V, 方

程的精确解为

φ (x,y) =
(
x2 + y2 −1

)
sin(x). (18)

用数值方法解泊松方程时, Jacobi, Gauss-Seidel

法没有最佳收敛因子问题,在相同收敛精度条件下

重复计算,其迭代次数基本不变;对于 SOR, PSOR

法,在迭代次数为 100,网格划分为 100× 100条件

下, ω选取 1.72时 [18],算法精度分别是 1.284×10−3

和 9.130× 10−4; ω 选取 1.80 时, 算法精度分别是

8.732×10−4 和 7.557×10−4,后者的收敛效果比前

者更好, 表明最佳因子不能依靠经验取得. 为了

快速获得最佳因子,设定种群大小 N = 20,染色体

长度为 15 位 (ω 保留 15 位有效数字), 进化代数

W = 10,变异算子 b = 2,截断阈值 T = 10%,网格划

分 h2 = 100×100. 图 3所示为遗传算法进化过程.

图 3 历代种群进化曲线 (a)—(c)种群适应度曲线; (d)每代最大适应度变化曲线; (e)最佳因子变化曲线; (f)每代最大误差变化曲线

图 3(a), (b) 和 (c) 表明适应度函数是一个凸

函数, 具有唯一极值, 且极值对应的松弛因子在

1.94 附近, 这个特点与理论分析是一致的. 由图

3(d) 知, 随着种群的进化, 种群的适应度在不断增

加, 但到进化后期, 其值基本不变, 维持在 0.99—

1 范围内, 表明进化是一个择优的过程, 此外适
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应度最大且稳定不变是 GA 算法收敛的表现. 图

3(e), (f) 分别是进化过程中每代的最佳因子与最

大迭代误差的变化曲线, 可见随着种群的进化,

误差逐渐减小, 充分体现了 “适者生存” 的遗传

思想, 也符合进化的原理. 经过 10 代进化, GA

寻找最佳因子的过程用时 TGA = 28.576 s, 找到

的最佳因子 ω0 为 1.93533759483030, 对应的适应

度为 0.998138358465302, 而第 9 代的最大适应度

为 0.998138358465302, 第 10 代的最大适应度为

0.998138358465302, 两者适应度相差已经不超过

10−10, 因此可以认为 ω0 就是全局最佳因子, 进化

结果表明 GA算法取得了预期效果.

为了考察 GA 的性能, 还必须分析 GA 算法

的计算量与计算时间等问题. GA 算法寻优用时

TGA = 28.576 s,其计算量CGA 用下式表示:

CGA =
h2

1

h2
2
×N ×W ×maxKn, (n = 1,2, · · · ,N) ,

(19)

式中 h1 为 GA 寻优过程中网格的划分步长, GA

在 100× 100的网格下寻找最佳因子, 则 h1 = 100;

h2 为实际求解方程时 Ω 的划分, 如网格划分为

200×200,则 h2 = 200; N 是种群大小, W 是进化代

数. 需要指出的是, CGA 是一个相对值,因为在分析

传统算法的计算量时用到许多不同的网格,迭代次
数相同但实际上计算量不同,如 Jacobi在 200×200
的网格下迭代 1000次,迭代量记为 1000,而 GA算
法在 100× 100 网格下迭代 1000 次, 迭代量则不
能记为 1000,因为必须考虑网格划分的比例,所以
采用 (19) 式来描述 GA 的计算量, 本文中其值为
CGA = 15000.

由图 3知, 最佳因子大致在 1.94附近跳动,根
据定理, SOR迭代收敛的必要条件是 0 < ω < 2,因
此为保证算法的收敛,最佳因子不能超出 (0, 2)区
间.图 4所示是 ω 分别取最优解, 1.990, 1.995和 2.0
时方程的逼近效果,可以看出最优解与非最优解的
性能有很大差别.
值得一提的是,这些非最优解的逼近效果与地

貌特征类似, 表明可以用某些非最优解来对复杂
地理环境进行建模,至于这些非最优解的分布与特
性有待进一步研究,本文不做讨论.因此,本文提出
的遗传 PSOR (GPSOR) 算法一方面得到了全局最
优解, 用于快速、精确地求解二维泊松方程; 另一
方面, 得到了一些位于最优解附近的非最优解, 如
ω = 1.990, 1.995, 2.0等,应用到复杂地貌的建模则
不失为一种方法,这也是采用 GA求解泊松方程时
所具有的新特征.

图 4 不同松弛因子逼近效果 (a)最优解; (b) ω = 1.990; (c) ω = 1.995; (d) ω = 2.0
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表 1 相同误差精度下算法迭代量对比

算法
迭代量C/次

10−6 10−7 10−8 10−9 10−10 10−11 10−12

Jacobi 13639 19955 26270 32585 38901 45216 51531

Gauss-Seidel 7890 11526 17152 25101 33118 41135 49152

SOR 6384 9407 14523 20665 26812 32959 39106

PSOR 5357 8849 12933 17678 24757 28214 34392

GPSOR 438 536 633 729 826 923 4788

注: CGA = 15000.

表 2 相同误差精度下算法时间对比

算法
算法时间 T/s

10−6 10−7 10−8 10−9 10−10 10−11 10−12

Jacobi 50.208 72.526 94.290 118.080 139.515 161.683 184.051

Gauss-Seidel 30.571 43.307 64.835 92.065 121.918 152.124 173.600

SOR 26.289 37.764 57.130 80.407 103.881 128.215 151.432

PSOR 6.814 9.905 17.127 30.913 42.632 58.907 75.278

GPSOR 1.823 2.189 2.553 2.928 3.2920 3.649 4.022

注: TGA = 28.576.

为考察各算法在不同精度以及不同网格划分

下的性能,用 Jacobi, Gauss-Seidel, SOR, PSOR以及

GPSOR 分别求解 (17) 式, 对计算量、误差以及计

算时间进行对比,见表 2至表 4 (其中表 2至表 4网

格划分为 200× 200, 表 2 至表 4 中 SOR 及 PSOR

参数 ω 取 1.3, GPSOR中 ω 采用本文 GA计算得到

的值,即 ω0).

由表 1 及表 2 可知, 在误差精度为 10−6 情况

下, Cjacobi = 13639, Tjacobi = 50.208; CPSOR = 5357,

TPSOR = 6.814; CGPSOR = 438, TGPSOR = 1.823,表面

上看GOSOR用时及计算量最少,但 TGPSOR = 1.823

是事先进行 GA 寻优条件下得到的值, 而 TGA =

28.576,所以从总的计算量和计算时间来看 GPSOR

方法并没有优势. 随着精度要求的提高, 传统方法

计算量迅速增加, 而 GPSOR计算量并没有显著变

化, 误差为 10−9 后 GPSOR开始具有优势, 精度越

高, 优势越明显, 表明对于精度要求较高的方程,

GPSOR比传统方法更好.

表 3 表明, 随着迭代的进行, 传统方法误差变
化不明显,收敛性能相对平稳缓和; GPSOR前期误
差较大,随着迭代的进行,误差迅速变小,到 250次
迭代之后就已经优于其他算法, 这表明 GPSOR方
法具有加速收敛的特性, 能加快方程的求解, 这与
传统方法平缓的收敛性质明显不同.
表 4表明,当网格划分较小且精度要求不高时,

传统方法计算更简便,但当网格划分超过 128×128
时, GPSOR 法表现更好, 而且网格划分越细, GP-
SOR优势越大,节省的时间也越多,如: 512×512条
件下

TGPSOR =
1

17
Tjacobi =

1
10

TG-S

=
1
9

TSOR =
1
6

TPSOR. (20)

表 4 还表明最佳因子在不同的网格划分下都
获得了比较满意的收敛效果, 因此在实际应用中,
可以考虑在粗网格下进行 GA寻优,从而减少计算
量,获得更快的寻优速度.

表 3 相同迭代次数下误差对比 (单位: 10−4)

算法 100次 150次 200次 250次 300次 350次 400次

Jacobi 1.3255 1.2966 1.2693 1.2434 1.2189 1.1951 1.1725

Gauss-Seidel 2.5515 2.4497 2.3563 2.2687 2.1864 2.1088 2.0347

SOR 3.2514 3.0886 2.9400 2.8023 2.6739 2.5534 2.9856

PSOR 4.3948 3.8712 3.6031 3.3318 3.2769 3.0971 3.5571

GPSOR 22.7347 10.5582 4.6422 1.0408 0.32251 0.0851 0.0558
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表 4 不同网格划分迭代量与运行时间对比 (误差为 10−6)

算法
迭代量 C/次 计算时间 T /s

128×128 256×256 512×512 1024×1024 128×128 256×256 512×512 1024×1024

Jacobi 6612 20087 55337 121493 9.986 125.927 1489.499 13171.286

Gauss-Seidel 3847 11703 33932 115535 6.168 73.907 917.443 11085.504

SOR 3179 9618 28258 39201 5.088 63.482 791.957 984.830

PSOR 1017 6617 15652 30673 2.849 37.079 527.971 759.916

GPSOR 339 (36221) 724 (9155) 2242 (2288) 5630 (572) 0.699 4.818 61.454 165.933

注: 括号内为 CGA 值, TGA = 28.576.

图 5(a) 是各算法迭代次数的变化曲线, 在相
同的误差精度下, GPSOR具有更少的迭代次数,并
且随着误差等级的提高,传统方法的计算量与 GP-
SOR计算量之间的差别在逐渐扩大, GPSOR的优
势也更加明显; 图 5(b) 是各算法运行时间的对比
曲线, 精度要求较低时, GPSOR 并不实用, 这是因
为GA寻优需要占用时间,而 Jacobi和Gauss-Seidel
并不需要,所以在这种情况下 GPSOR用时会比传
统方法长. 随着精度要求的提高, GPSOR算法开始
具有优势,而且精度越高,优势越显著,正是这种特

点使得 GPSOR特别适合于精度要求高的场合,这

也是传统算法所不及的; 图 5(c) 是迭代前期的误

差曲线,可见 GPSOR曲线最陡,下降速度最快, 在

250 次迭代之后就超过其他曲线, 表明 GPSOR 算

法具有加速收敛的性质,这也是区别于传统算法的

重要特征;图 5(d)是迭代次数 k = 300时,算法最优

解与精确解的绝对误差图像,可见 300次迭代之后

GPSOR算法误差已不超过 10−2, 获得了良好的求

解效果.

图 5 数据对比及仿真结果 (a)迭代次数对比图; (b)收敛时间对比图; (c)误差对比图; (d)最优解的绝对误差图
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5 结 论

提出了一种 GPSOR 改进算法, 采用 GA 对

PSOR松弛因子进行全局寻优,解决了逐次松弛迭

代法求解泊松方程最佳因子的快速选取问题.讨论

了 GPSOR算法与传统算法的区别,进行了实例验

证. 算法实例表明了 GPSOR方法具有加速收敛特

性,能加快方程的求解速度,节省计算时间,在相同

的迭代次数下收敛精度更高, 与传统算法平缓的
收敛性质有着较大的区别.算法适合于求解计算量
大、精度要求高的偏微分方程,并且精度要求越高,
节省时间越多, 算法也越有效, 为电磁场波动、流
体、热传导等泊松方程的快速以及高精度求解提

供了一种新方法;实验中还发现非最佳因子具有一
定利用价值, 可以应用到解泊松方程以外的领域,
是今后工作中需要探索和研究的.
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Abstract
There exist some disadvantages in the calculation of two-dimensional Poisson equation with several common methods. A new

ameliorative algorithm is presented. It is based on a parallel successive over-relaxation (PSOR) method, by using the multi-objective
genetic algorithm to search for optimal relaxation factor, with which the problem of optimal relaxation factor selection in PSOR is
solved. The multi-objective fitness function is constructed, with which the genetic algorithm parameters are optimized. The analysis

mainly focuses on algorithm computation, time cost and accuracy of error correction. The performance of the ameliorative algorithm
is compared with those of Jacobi, Gauss-Seidel, Successive over relaxation iteration (SOR) and PSOR. Experimental results show that
relaxation factor has a significant effect on the speed of solving Poisson equation, as well as the accuracy. The improved algorithm

can increase the speed of iteration and obtain higher accuracy than traditional algorithm. It is suited for solving complicated finite
difference time domain equations which need high accuracy. The higher the accuracy requirement, the better the performance of the
algorithm is and the more computation time can also be saved.
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