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含关联噪声的空间分数阶随机生长方程

的动力学标度行为研究*
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为探讨含关联噪声的空间分数阶随机生长方程的动力学标度行为,本文利用 Riesz分数阶导数和 Grümwald-

Letnikov分数阶导数定义方法研究了关联噪声驱动下的空间分数阶 Edwards-Wilkinson (SFEW)方程在 1+1维情况

下的数值解,得到了不同噪声关联因子和分数阶数时的生长指数、粗糙度指数、动力学指数等,所求出的临界指数

均与标度分析方法的结果相符合.研究表明噪声关联因子和分数阶数均影响到 SFEW方程的动力学标度行为,且表

现为连续变化的普适类.
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1 引 言

近年来,分数阶微积分理论广泛应用于线性和

非线性遗传动力学、非 Newton流体力学、生物物

理学, 反常扩散与随机游走理论、晶体和细菌生

长、混沌与湍流、分形理论、材料记忆性质、自

相似和多孔结构的动态过程等 [1−5]诸多领域,所以

对分数阶微积分的理论研究具有重要的理论意义

和广泛的应用前景.

在分数阶生长动力学研究方面, Leith[6] 对分

数阶生长过程和分数阶扩散过程作了较系统的

描述; Burov和 Barkai[7] 通过对分数阶 Langevin方

程的研究, 得到该动力学系统的标度指数; Mann

和 Woyczynski[8] 研究了具有自相似跳跃的生长分

形界面的表面扩散行为; Katzav[9] 采用自洽展开

方法研究了含奇异扩散的分形 Kardar-Parisi-Zhang

(FKPZ)方程 [10]的表面生长行为; Xia等人 [11,12]研

究了具有记忆效应的时间分数阶动力学生长方程,

并得到了各类临界指数. 需要指出的是,在对表面

生长过程的描述中, 唯象连续性动力学生长方程

通常是局域模型, 而在实际的生长情况下, 生长系

统需要考虑到非局域相互作用 [13,14]. 目前, 在局

域生长方程中引入空间关联噪声或空间分数阶导

数是两种常用的考虑非局域生长因素的有效方法

[6−12,15−17]. 在本文中,我们把关联噪声和分数阶导

数同时引入到随机动力学生长方程中,来研究二者

对非局域生长过程的动力学标度行为的影响.

在生长动力学研究中, Edwards-Wilkinson (EW)

方程 [18] 是第一个专门为描述生长表面的涨落而提

出的非平衡连续性生长模型,可以用来描述生长粒

子在表面上随机沉积并且能立即弛豫到最近临位

置上所生成表面的涨落过程. 对于 1+1维的情况,

EW方程表示为

∂h(x, t)
∂ t

= ν
∂ 2h(x, t)

∂x2 +η(x, t), (1)
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式中, h(x, t)表示生长表面在 t时刻 x格点处的生长

高度;方程右边第一项是扩散项,用来描述沉积粒

子的弛豫过程; η(x, t) 是噪声项, 表示生长过程的

随机性, 通常情况下, η(x, t) 定义为 Gaussian 白噪

声. 在本文中,为了描述非局域生长的影响,我们把

噪声项考虑成具有长程相互作用的空间关联噪声,

满足

⟨η(x, t)η(x′, t ′)⟩= 2D
∣∣x− x′

∣∣2ρ−d δ (t − t ′), (2)

其中, D表示噪声强度, d 是空间维数, ρ 表示噪声

对空间的关联程度.

在描述表面动力学生长过程中,一个重要的特

征物理量是整体表面宽度 (表面粗糙度)W (L, t),即

生长的某一时刻每个格点的生长高度与所有格点

生长高度平均值的均方差,定义为 [19]

W (L, t) =
1√
L
⟨∑x [h(x, t)− h̄L(t)]

2⟩1/2, (3)

其 中, L 是 生 长 表 面 的 基 底 尺 寸, h̄L(t) =

∑x h(x, t)/L 表示 t 时刻在基底 L 上所有格点生

长高度的平均值.

Family和 Vicsek[19] 认为在基底尺寸为 L的有

限系统中进行生长, 表面粗糙度W (L, t) 满足下面

的标度规律:

W (L, t) = tβ f (L/t1/z), (4)

当 x≪ 1时,标度函数 f (x)∼ xχ ;当 x≫ 1时, f (x)→
常数. 即:

W (L, t)∼

 tβ , t ≪ Lz,

Lχ , t ≫ Lz,
(5)

其中,生长指数 β 描述了在表面生长的初始阶段的

表面粗糙度W (L, t)与 t 的标度关系;粗糙度指数 χ

描述了表面生长到饱和时的表面粗糙度Wsat(L)与

L的标度关系;动力学指数 z表示表面生长到饱和

时的时间 tx (渡越时间)与 L之间的标度关系 tx-Lz.

三个标度指数之间满足 z = χ/β .

除了表面粗糙度,关联函数 G(r, t)也是一个重

要的描述表面生长动力学的特征物理量,它表示在

生长的某一时刻 t, 间隔距离为 r 的各个格点生长

高度差平方的统计平均,定义为

G(r, t) = ⟨(h(x+ r, t)−h(x, t))2⟩, (6)

当 r ≪ L时, G(r, t)和 r满足下面的渐近行为:

G(r, t) ∝ r2χloc ,(r ≪ L), (7)

其中, χloc 称为局域粗糙度指数,对于正常的自仿射

表面,局域粗糙度指数和粗糙度指数是相等的 [19].

2 标度分析

空间分数阶 Edwards-Wilkinson (SFEW) 方程

是通过用分数阶 Laplacian算子来代替二阶空间导

数 (扩散项)而由局域的 EW方程演化而得到的,它

可以表示为

∂h(x, t)
∂ t

= ν
∂ α h(x, t)

∂xα +η(x, t), (8)

其中, ∂ α h(x, t)/∂xα 采用 Riesz类型分数阶导数 [1],

定义在 [a,b]区间上的函数 f (x)的 α 阶 Riesz分数

阶导数表示为

Rz
a Dα

x f (x) =−(−∆)α/2 f (x)

=− 1

2cos
πα
2

[Ga Dα
x f (x)+G

x Dα
b f (x)], (9)

式中, G
a Dα

x , G
x Dα

b 分别为左、右 Grümwald-Letnikov

分数阶导数,记为

G
a Dα

x f (x) = lim
h−>0

h−α
(x−a)/h

∑
k=0

gk f (x− kh), (10)

G
x Dα

b f (x) = lim
h−>0

h−α
(b−x)/h

∑
k=0

gk f (x+ kh), (11)

其中, g0 = 1, gk = (−1)k α(α −1) · · ·(α − k+1)
k!

,

(k = 1,2,3, · · ·).
需要指出的是, 根据分数阶微积分理论,

分数阶导数有多种定义方法, 目前比较常用

的有 Grümwald-Letnikov 分数阶导数、Riemann-

Liouville分数阶导数、Caputo分数阶导数和 Riesz

分数阶导数等 [1]. 我们通过以上定义形式分别对

SFEW方程进行数值模拟,结果显示以上各个方法

均能得到与标度分析结果相一致的临界指数值.但

是模拟结果也显示, 在模拟参数相同的条件下, 采

用 Grümwald-Letnikov分数阶导数和 Riesz分数阶

导数所得数值模拟结果和标度分析结果误差较小,

故在本文中我们采用了以 Riesz 分数阶导数结合
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Grümwald-Letnikov分数阶导数的数值模拟方式来

讨论含关联噪声驱动的 SFEW方程的标度行为.

SFEW 方程的标度指数可以利用标度分析

方法求得: 对 SFEW 方程中的各个量作相应的

变换, x → bx, h(x, t) → bχ h(x, t), t → bzt, η(x, t) →
bρ−(d+z)/2η(x, t),则 SFEW方程可以标度变换为

bχ−z ∂h
∂ t

= νbχ−α ∂ α h
∂xα +bρ−(d+z)/2η , (12)

上式两边同时乘以 bz−χ ,得到

∂h
∂ t

= νbz−α ∂ α h
∂xα +bρ−χ−(d−z)/2η , (13)

利用变换过程中的标度不变性,即上式相对于变量

b是独立的,可分别得到三个标度指数

χ = ρ +(α −d)/2, (14)

β = (2ρ +α −d)/2α, (15)

z = α, (16)

当 d = 1 时, 标度指数为 χ = ρ + (α − 1)/2, β =

(2ρ +α −1)/2α , z = α;在此基础上取 α = 2时,则

得到 1+1维含关联噪声的 EW方程的标度指数分

别为 χ = ρ + 1/2, β = (2ρ + 1)/4, z = 2; 当 ρ = 0,

χ = 1/2, β = 1/4, z = 2,即恢复到局域的 EW模型

的精确解.

3 数值方法

首先, 我们对空间变量和时间变量进行数值

离散, 定义 x = i∆x(i = 0,1,2, · · · ,m), t = j∆t( j =

0,1,2, · · · ,n), 其中 ∆x = L/m 是空间格点步长, L

是空间尺寸, ∆t = T/n 是时间格点步长, T 是生

长时间. 我们采用 Riesz 分数阶导数结合移位的

Grümwald-Letnikov分数阶导数定义方法对 SFEW

方程进行离散 [11,12,20]. 根据 (9)—(11) 式, 离散的

Riesz分数阶导数可表示为

∂ α h(x, t)
∂xα =− 1

(∆x)α2cos πα
2

×

[
x/∆x+1

∑
k=0

gkh(x− (k−1)∆x, t)

+
(L−x)/∆x+1

∑
k=0

gkh(x+(k−1)∆x, t)

]
,

(17)

式中, g0 = 1, gk = (−1)k α(α −1) · · ·(α − k+1)
k!

,

(k = 1,2,3, · · ·).

因此, SFEW方程可以离散化为

h(x, t +∆t)−h(x, t)
∆t

=− ν
(∆x)α2cos πα

2

×

[
x/∆x+1

∑
k=0

gkh(x− (k−1)∆x, t)

+
(L−x)/∆x+1

∑
k=0

gkh(x+(k−1)∆x, t)

]
+(∆t)−1/2η(x, t), (18)

其中, η(x, t)是空间关联噪声,为了构造一个满足空

间关联的噪声 η(x, t),我们采用 Peng等人 [15] 的方

法,先产生一个 Gaussian非关联的噪声 η0(x, t),然

后对空间变量 x进行 Fourier变换,得到 η0(q, t). 引

入噪声关联因子 ρ , η(q, t)表示为

η(q, t) = |q|−ρ η0(q, t), (19)

再次对上式中的 η(q, t) 进行 Fourier 变换, 就回到

了空间域中满足空间关联的噪声 η(x, t),在这个过

程中用到了快速 Fourier 变换法. SFEW 方程的显

式差分格式表示为

h(x, t +∆t) = h(x, t)− ν∆t
(∆x)α 2cos πα

2

×

[
x/∆x+1

∑
k=0

gkh(x− (k−1)∆x, t)

+
(L−x)/∆x+1

∑
k=0

gkh(x+(k−1)∆x, t)

]
+
√

∆tη(x, t), (20)

其 中, 初 始 条 件 为 t = 0,h(i∆x,0) = 0 (i =

0,1,2, · · · ,m),边界条件满足 h(0, t) = h(L, t).

4 结果与讨论

在数值模拟过程中, 各个参数分别选取为

∆t = 0.05, ∆x = 1, v = 1[12,21], 为了考虑噪声关联

因子 ρ 对 SFEW方程标度行为的影响,我们选取 ρ

分别为 0,0.1,0.2,0.3,0.4,0.5.
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图 1为 SFEW方程表面在生长初期的形貌,选

择的生长时间为 t = 50,基底尺寸 L = 128,我们发

现在生长初期,不考虑空间关联 (ρ = 0)的噪声和

考虑空间关联 (ρ = 0.1,0.3,0.5) 的噪声驱动下的

SFEW表面形貌是十分相似的,而且它们的表面粗

糙度也很相近.生长到饱和阶段时的形貌如图 2所

示,选取的生长时间为 t = 8× 103,我们发现,和生

长初期一样,无论是否考虑空间关联噪声 (ρ = 0和

ρ ̸= 0), SFEW方程表面形貌均呈现自仿射的分形

结构, 但是表面粗糙度却有了相应地改变,随着噪

声关联因子的增加,表面粗糙度也相应地增大.

图 1 SFEW方程 (α = 1.9)在生长初期取不同噪声关联因子的表
面形貌

生长指数 β 由表面生长未达到饱和阶段的表

面粗糙度W (L, t)与时间 t 的双对数关系得到,如图

3所示,选取的基底尺寸 L = 1024,噪声平均为 200

次,分数阶数 α = 1.9, ρ = 0,0.1,0.2,0.3,0.4,0.5. 从

图中可以看出, β 随着 ρ 的增加而增加,对于 ρ = 0,

即不考虑空间关联噪声, 得到 β = 0.235± 0.003,

和标度分析结果 β = 0.237 是一致的. 将图 3 中

各个 ρ 值对应的斜率 β 值求出, 做出生长指数

和噪声关联因子的 β -ρ 关系图, 如图 4(a) 所示,

可以看出, 数值模拟和标度分析结果是相近的.

为了得到生长指数和分数阶数的关系, 我们选

取一个固定的噪声关联因子 ρ = 0.2, 分数阶数

α = 1.7,1.75,1.8,1.85,1.9,1.95,2.0, 得到 β -α 关系

图 4(b),从图中可知数值模拟和标度分析结果符合

得很好.

图 2 SFEW方程 (α = 1.9)在饱和生长阶段取不同噪声关联因子
的表面形貌

图 3 SFEW方程 (α = 1.9)在初始生长阶段的W -t 双对数关系

图 4 SFEW方程的标度关系 (a) β -ρ 关系 (α = 1.9); (b) β -α 关
系 (ρ = 0.2)

对于表面生长到饱和阶段时,我们通过表面粗

糙度与基底尺寸的幂律关系计算出粗糙度指数 χ .

图 5给出了表面生长从初期到饱和阶段,表面粗糙

度W (L, t) 和生长时间 t 之间的双对数曲线, 其中,
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选取的分数阶数 α = 1.9,噪声关联因子 ρ = 0.2,基

底尺寸分别为 L = 16,32,64,128, 对应的噪声平均

分别为 3000,1700,1400,900次. 从图中可以清晰地

看出, 对于不同的基底尺寸 L, 只要有足够的生长

时间, 都可以生长到饱和阶段, 此时的表面粗糙度

W (L, t)也达到了一个统计平均值Wsat(L),在图 5的

插图中, 我们做出了Wsat-L 的双对数关系曲线, 通

过拟合得到了粗糙度指数 χ = 0.583. 利用该方法,

我们分别计算出取其他噪声关联因子时,对应的粗

糙度指数值,并得到 χ-ρ 关系曲线,如图 6(a)所示,

可以看出 χ 随着 ρ 的增大而增大,当不考虑空间关

联 (ρ = 0)的噪声时,我们得到 χ ≈ 0.44,和标度分

析结果 χ = 0.45是相近的,我们通过对不同尺寸进

行模拟发现, 当基底尺寸 L取值不断增大时, 二者

之间的误差会越来越小, 所以, 在一定的误差范围

内,数值模拟和标度分析结果是一致的. 图 6(b)给

出的是动力学指数和噪声关联因子的 z-ρ 关系,我

们采用关系式 z = χ(ρ)/β (ρ), 即 z 由各个 ρ 值所

对应的 χ , β 值所得到,如图 4(a)和图 6(a)所示. 从

图 6(b)中可以看出,动力学指数的数值模拟和标度

分析结果符合得很好.

图 5 SFEW方程 (α = 1.9, ρ = 0.2)的W -t 双对数关系

为了进一步研究 SFEW方程的标度性质,我们

研究了关联函数 G(r, t)与间隔 r的变化规律,得到

了在噪声关联因子 ρ = 0.2和分数阶数 α = 1.9时

的局域粗糙度指数. 我们选取一个尺寸为 L = 1024

的基底进行生长,考虑生长过程中 5个不同时刻的

表面生长高度,得到关联函数和间隔的 G-r双对数

关系,如图 7所示,通过拟合 G(r, t)在 r较小区域的

线性斜率,得到局域粗糙度指数 χloc,我们发现,随

着时间的增长, χloc 越来越趋近于整体粗糙度指数

值 χ = 0.583.

图 6 SFEW方程 (α = 1.9)的标度关系 (a) χ-ρ 关系; (b) z-ρ 关系

图 7 SFEW方程 (α = 1.9, ρ = 0.2)在不同生长时刻的 G-r双对数
关系

图 8 SFEW方程 (α = 1.9, ρ = 0.2)在不同基底尺寸生长下的 G-r
双对数关系

图 8 给出的是选取四个尺寸分别为 L =
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256,512,768,1024 的基底进行生长, 考虑它们都

在一个较长的生长时刻 t = 2× 103 时的表面生长

高度, 得到的关联函数和间隔的 G-r 双对数关系,

拟合得到局域粗糙度指数 χloc,我们发现,在生长时

间足够长时,相对较大的基底尺寸生长得到的 χloc

和整体粗糙度指数 χ = 0.583是非常接近的. 因此,

SFEW方程没有出现奇异动力学标度行为,且不具

有明显的有限尺寸效应.

5 结 论

本文研究了含长程关联噪声的空间分数阶随

机生长方程,得到了不同噪声关联因子和分数阶数

时的生长指数、粗糙度指数、动力学指数等标度

指数. 我们发现在生长初期和饱和生长阶段, SFEW

方程的表面形貌均呈现自仿射分形结构; 所得到

的标度指数 β 和 χ 为分数阶数 α 和噪声关联因

子 ρ 的关系函数,且均随 α 和 ρ 的增加而增加. 无

论是否考虑空间关联噪声的影响 (ρ = 0和 ρ ̸= 0),

数值模拟和标度分析结果都吻合得很好; 而对于

α = 2.0, SFEW 方程则恢复到局域的 EW 方程中

去. 研究结果表明,噪声关联因子和分数阶数均影

响到 SFEW方程的动力学标度行为,且表现为连续

变化的普适类. 在选取较大的基底尺寸和较长的生

长时间时,通过对整体和局域粗糙度指数的计算比

较,结果显示 χloc ≈ χ ,反映出空间关联噪声驱动下

的 SFEW方程没有出现奇异动力学行为,仍然遵守

Family-Vicsek 正常标度规律. 我们的研究也表明,

Riesz 分数阶导数并结合移位 Grümwald-Letnikov

分数阶导数的方法对随机空间分数阶微分方程的

数值模拟是一种行之有效的方法,对处理分数阶动

力学模型的标度行为提供了一个有效的数值方法.
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Abstract
In order to study the dynamic scaling behavior of the space-fractional stochastic growth equation with correlated noise, we sim-

ulate numerically the space-fractional Edwards-Wilkinson (SFEW) equation driven by correlated noise in (1+ 1)-dimensional case

based on the Riesz-and the Grümwald-Letnikov-type fractional derivatives. The scaling exponents including growth exponent, rough-

ness exponent and dynamic exponent with different noise correlation factors and fractional orders are obtained, which are consistent
with the corresponding scaling analysis. Our results show that the noise correlation factors and fractional orders affect the dynamic

scaling behavior of the SFEW equation, which displays a continuous changing universality class.
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