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一阶线性系统的调参随机共振研究*
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分析了一阶线性系统在正弦和白噪声信号作用下的输出功率谱和信噪比.研究表明,加性噪声作用下的线性系

统不存在传统意义上的随机共振,但却存在输出信噪比随系统参数非单调变化的调参广义随机共振现象.针对任意

频率信号,分析了不同采样频率下的调参共振谱特性,得出适当增大采样频率有利于特征信号识别的结论.
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1 引 言

在信号分析与处理中, 噪声所表现的积极作

用主要体现在随机共振现象上. 自上世纪 80年代

Benzi 等人 [1] 研究古气象冰川问题时提出随机共

振 (SR)理论后, SR技术在信号处理的理论和实验

研究上都有了很大发展,尤其是在强噪声背景中提

取弱信号方面得到广泛关注 [2−5]. 起初研究者普遍

认为随机共振现象只能出现在由周期信号和噪声

驱动的非线性系统中,并据此得出了一些很重要的

结论 [4,5]. 近年来一些学者开始研究线性系统中是

否会出现类似于非线性双稳系统中才出现的随机

共振现象 [6−8], Berdichevsky等 [6] 对乘性色噪声驱

动的线性系统进行研究,发现了广义上的随机共振

现象,信噪比随噪声强度单调变化, 但随系统的其

它参数诸如信号频率、振幅等非单调变化. 周玉荣

等 [8] 研究了偏置信号调制噪声和加性噪声驱动线

性系统的随机共振,得出系统输出信噪比是系统衰

减常数、调制信号偏置参数和加性噪声强度等的

非单调函数.

以上关于线性系统随机共振现象的研究中,都

是尝试改变信号与噪声的作用形式,或者引入不同

类型的噪声等. 而由周期加白噪声驱动的一阶线性

系统中,是否会出现随机共振现象的研究却很少见.

本文根据线性系统理论,推导了加性噪声驱动的线

性系统输出功率谱密度表达式,并通过仿真验证得

出,周期加白噪声驱动的一阶线性系统不存在输出

信噪比随噪声强度非单调变化的传统随机共振现

象,但却存在输出信噪比随系统参数非单调变化的

广义随机共振现象. 随后针对任意频率信号情况,

分析了不同采样频率下的输出频谱特性,探讨了采

样频率与信号频率的比值对系统输出特征信号谱

值的影响规律.

2 输出功率谱密度函数和信噪比

2.1 线性系统的输出功率谱密度函数

一阶线性系统动力学模型

dx
dt

=−ax+ sn(t), (1)

式中 a是系统参数,输入信号 sn(t) = Asin(2π f0t)+
√

2Dξ (t), Asin(2π f0t)是频率为 f0、幅值为 A、相

位为 0 的正弦信号,
√

2Dξ (t) 是功率谱密度为 2D
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的噪声, 其中 ξ (t) 是均值为 0, 方差为 1 的高斯

白噪声.

当输入信号仅为正弦 sn(t) = Asin(2π f0t) 时,

方程 (1)变为

dx
dt

=−ax+Asin(2π f0t). (2)

由线性微分方程的理论解出,

x =
A√

a2 +(2π f0)2
sin(2π f0t +φ),

得输出功率谱密度函数

SX ( f ) =
A2

4[(2π f0)2 +a2]

× [δ ( f + f0)+δ ( f − f0)] , (3)

其中 δ ( f )为单位脉冲函数, (3)式表明确定的正弦

信号经过线性系统后,系统输出在功率谱图上表现

为两根谱线.

当输入信号仅为白噪声 sn(t) =
√

2Dξ (t)时,方

程 (1)变为

dx
dt

=−ax+
√

2Dξ (t). (4)

因一阶线性系统的传递函数为 H(j2π f ) =
1

j2π f +a
, 当输入谱密度为 S( f ) = 2D 的白噪声

时,系统输出功率谱密度为

SX( f ) = |H( f )|2 ·S( f )

=
2D

(2π f )2 +a2 . (5)

可以看出, 仅输入白噪声时, 输出功率谱密度

函数的分布与噪声强度 D和系统参数 a有关,且功

率谱随频率 f 变化呈现洛伦兹分布关系.

而当输入为正弦与噪声的混合信号 sn(t) =

Asin(2π f0t)+
√

2Dξ (t)时,方程 (1)变为

dx
dt

=−ax+Asin(2π f0t)+
√

2Dξ (t). (6)

根据线性系统的叠加原理,可得到系统的输出

功率谱密度函数为

SX ( f ) =
A2

4[(2π f0)2 +a2]

× [δ ( f − f0)+δ ( f + f0)]

+
2D

(2π f )2 +a2 . (7)

由 (7)式可知,在系统输出端,代表信号与噪声

的表达式相互叠加,周期信号与白噪声是独立作用

于线性系统的,输出信号与噪声无关.

2.2 系统输出信噪比

研究噪声驱动的一阶线性系统目的是从混杂

噪声的信号中提取出有用信息, 衡量提取信号有

效程度的一个重要指标就是输出信噪比 SNRout.

SNRout 越高,表明系统输出中有用信号成分所占比

重越大,信号越容易分辨出.

关于随机共振系统输出信噪比的定义主要有

两种方式 [9−16], 一种是在随机共振近似解析解推

导过程中广泛使用的信噪比定义, 即系统输出端

信号总功率与信号频率处背景噪声平均功率之比

[9−11]

SNR =
S( f0)

SN( f0)
, (8)

式中 S( f0) 为输出端 f0 频率处信号的总功率,

SN( f0)为输出端 f0 频率处噪声平均功率.

另一种是在信号处理及通信等工程实际中常

用的信噪比定义,即系统输出端信号总功率与噪声

总功率之比 [12−16]

SNR =
S( f0)∫ ∞

0 SN( f )d f
, (9)

式中 SN( f )为输出端噪声功率谱密度.

两种信噪比定义方式的不同之处在于噪声功

率的选取不同,前一种只考虑信号频率处的局部噪

声功率,后一种采用全局噪声功率 [13]. 对于周期信

号加白噪声作用的线性系统,由前知信号与噪声是

独立作用于系统的,线性系统改变的只是输出信号

与噪声的分布,不存在信号与噪声之间的相互作用.

这样 (9)式中全局噪声的定义能更全面考虑信号与

噪声经过系统后的变化关系,另外输入端信噪比一

般采用 (9)式的定义 [2],输出与输入端信噪比可以

相互比较,反映经过线性系统后信号与噪声的功率

对比关系.因此,本文采用 (9)式的信噪比定义.

由方程 (7)知,输出功率谱中信号的总功率为

Pst =
A2

4[(2π f0)2 +a2]
, (10)
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这里只取正频率.噪声的输出总功率可以通过噪声

功率谱密度函数分布积分得到

Pnt =
∫ +∞

0

2D
(2π f )2 +a2 d(2π f )

=
2D
a

arctan
(

2π f
a

)+∞

0

=
πD
a

. (11)

于是由 (10)和 (11)式可定义输出信噪比 [12−16]

SNRout =
Pst

Pnt
=

A2

4πD
(

a+ (2π f0)2

a

) . (12)

由输出信噪比表达式 (12) 可以清楚地看出,

SNRout随噪声强度 D单调递减变化,表明周期与加

性噪声驱动的一阶线性系统中不会出现传统意义

上的随机共振现象.这一点 (7)式也可说明,输出端

信号与噪声无关,因此输出信噪比就不可能随噪声

强度的变化而非单调变化. 取参数 A = 0.1, a = 0.2,

f0 = 0.01,得到 SNRout 随噪声强度 D的变化曲线,

如图 1.

图 1 输出信噪比 SNRout 随噪声强度 D变化曲线 (参数值: A = 0.1,

a = 0.2, f0 = 0.01)

3 一阶线性系统的广义随机共振现象

3.1 理论分析

一阶线性系统模型 (1)中可以调节改变的参量

只有一个系统参数 a,系统参数对系统输出信噪比

的影响可以根据推导出的输出信噪比表达式 (12)

分析.由于式中因子 a+
(2π f0)

2

a
> 2

√
a · (2π f0)

2

a
=

4π f0 (a = 2π f0 时等号成立),故取参数 a = 2π f0,系

统输出信噪比取得极大值 SNRmax =
A2

16π2 f0D
, 即

当输入信号的频率与系统参数取得某种协同匹配

关系时,系统输出能够达到共振状态. 这种输出信

噪比随系统参数非单调变化的现象称之为广义随

机共振. 取参数 A = 0.1, f0 = 0.01, D = 0.8, 做出

SNRout 随参数 a变化曲线,如图 2. 由图 2可以看

出, SNRout随参数 a非单调变化,在 a = 2π f0时,输

出信噪比取得极大值.

为综合理解输出信噪比随系统参数 a 和噪声

强度 D变化的规律,图 3给出了 SNRout 随 a和 D

变化的三维图. 为便于看图,参数 a取 0.01—0.5,噪

声强度 D取在 0.5—1.5之间. 三维图清楚表明,输

出信噪比随噪声强度 D单调变化,但随参数 a变化

出现共振峰.

图 2 输出信噪比 SNRout 随参数 a 变化曲线 (参数值: A = 0.1,

D = 0.8, f0 = 0.01)

图 3 输出信噪比 SNRout 随 a和 D变化的三维图 (参数值: A = 0.1,

f0 = 0.01)

3.2 仿真验证

设定一组仿真参数: A = 0.1, f0 = 0.01, D = 0.8,

采样频率 fs = 5, 计算数据点数 N = 4000. 用四
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阶 Runge-Kutta 方法 (以下同) 对方程 (1) 进行数

值计算, 计算结果如图 4. 算法中的输出信噪比

定义为 [12,13,16]

SNRout = 10lg(Pst/Pnt), (13)

(13)式是给定计算数据点数条件下的信噪比,其中

Pst 表示输出功率谱中信号总功率, Pnt 表示输出功

率谱中噪声总功率.计算时, Pst 取输出功率谱中信

号频率处的谱值, Pnt取输出功率谱中除去信号频率

处谱值后,其余各频率点谱值的代数和.作为比较,

在此给出系统输入端信噪比 SNRin,其定义为在给

定数值分析长度条件下,信号总功率与噪声总功率

之比.

图 4 输出和输入信噪比随参数 a 变化的数值分析曲线 (参数:

A = 0.1, D = 0.8, f0 = 0.01)

仿真图 4表明, SNRout 随 a值的变化曲线中存

在明显的共振峰,即输出信噪比随 a的变化是先增

后减,这与理论推导 (12)式相符,而 SNRin 随 a的

变化保持不变,始终稳定在 –25 dB左右. 另外, (12)

式得到的最大输出端信噪比在 a = 2π f0 处,而仿真

得到的最大 SNRout值在 a ≈ 0.061处,与 2π f0十分

接近,仿真结果与理论推导相符合.

以上理论和仿真分析均表明,周期加白噪声驱

动的一阶线性系统存在输出信噪比随系统参数非

单调变化的情况, 也即通过参数 a 的调节可得到

SNRout 最大值的广义随机共振现象.

4 任意频率信号调参随机共振谱特性

研究

4.1 信号频率增大时的输出频谱

在周期加白噪声驱动的一阶线性系统中,当系

统参数 a与输入信号的频率达到匹配 a = 2π f0 时,

输出信噪比达到最大.根据这一特性, 可以通过调

节系统参数 a使信号谱峰凸显出来,达到检测噪声

中微弱信号的目的. 例如给定一组仿真参数

A = 0.1, f0 = 0.01, D = 0.8,

N = 4000, f s = 5, (14)

其中 fs 为采样频率, N 为计算数据点数. 对方程 (1)

进行数值计算,得到输入与输出频谱,如图 5. 在输

入谱中信号被噪声淹没无法识别, 但是经过一阶

线性系统后, 在输出谱中当系统参数 a = 2π f0 时,

可以清楚看到信号在 0.01 Hz 频率处有一最大的

谱峰值.

图 5 特征信号一阶线性系统的输入与输出频谱 ( f0 = 0.01, f s = 5) (a)输入谱; (b)输出谱
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如果增大输入信号频率,如取 f0 = 0.1,其他参

数同 (14)式,那么当 a = 2π f0 时得到图 6结果,此

时从输入与输出频谱图上均不能识别出特征信号

的频率.这表明,当 f0 增大时,系统依靠调节参数 a

检测噪声中弱信号的能力会逐渐减弱,这一点可以

从 (7)式得到解释. 随着 f0 的增大,系统输出达到

共振的相应参数 a值也增大,于是信号与噪声在系

统输出端的幅度均变小. 但是随着 f0 的增大,信号

表达式的分母比噪声表达式的分母增大得快,故信

号幅度要比噪声幅度减小的快,因此信号逐渐淹没

在噪声中而无法识别.

如果增大输入信号频率的同时也等比增大采

样频率, 即保持信号频率对采样频率的归一化不

变 [17],如取 f0 = 1, fs = 500,其他参数同 (14)式,那

么当 a = 2π f0 时输出结果如图 7,可知在采样频率

与信号频率比值不变的情况下,图 7与图 5几乎相

同,只是图 7(b)中的谱值与图 5(b)相差 100倍. 这

一点从 (7)式也不难理解,在信号频率 f0 增大的同

时, 如果保持信号频率对采样频率的归一化不变,

即 fs/ f0 =常数, 那么 (7)式中 f0 和 f 同时扩大相

同倍数, 于是信号的分母项和噪声的分母项也同

比增大相同倍数,其输出频谱形状不变而仅仅是谱

值同比缩小. 图 7 表明, 尽管频谱幅值随着 f0 的

增大而减小,但只要保持信号频率对采样频率的归

一化尺度不变,依靠调节参数 a仍然能够检测出特

征信号.

图 6 信号频率增大时一阶线性系统的输入与输出频谱 ( f0 = 0.1, fs = 5) (a)输入谱; (b)输出谱

图 7 保持信号频率对采样频率的归一化 (特征信号一阶线性系统的输入与输出谱, f0 = 1, fs = 500) (a)输入谱; (b)输出谱
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比较图 5、图 6、图 7可知,应用调参随机共振

的方法检测微弱信号不受信号频率大小的限制,可

以检测任意频率的信号,但采样频率与信号频率的

比值对系统输出频谱的谱值大小和分布形状有很

大影响.图 6中 fs/ f0 = 50,信号特征频率淹没在噪

声中无法识别,而图 5和图 7中 fs/ f0 = 500, 从输

出频谱图上可以清楚得到特征信号.故在 a = 2π f0

的共振条件下,比值 fs/ f0 与系统输出频谱上特征

信号的可识别性有关.

4.2 采样频率与信号频率比值对系统输出频
谱的影响

以图 7 参数为基准, 保持 A = 0.1, D = 0.8,

N = 4000, f0 = 1 不变, 系统参数 a = 2π f0. 令采

样频率 fs 与驱动信号频率 f0 的比值为 k = fs/ f0.

可以看出,若 f0 固定,则 k的变化相当于取不同的

fs, 这实际上就是观察不同采样频率 fs 下, 信号经

调参共振处理后的输出频谱变化规律 (这也可理解

为不同频率 f0 的信号在同一采样频率 fs 下经调参

处理后的输出频谱变化规律).让 k从 10 → 500的

范围内变化,其变化步长 ∆k = 1. 对方程 (1)进行数

值计算,得到不同 k值 (或 fs)的输出谱图. 在每一

输出谱图中度量 f0 处的谱峰高度 h,得到 h-k关系

曲线,如图 8.

从图 8可看出,随采样频率与信号频率比值 k

的增大 ( fs 增大或 f0 减小), 谱高 h 呈快速振荡变

化,当 k较大时, h随 k振荡变化越来越缓慢. 曲线

在若干离散频率点处出现较大的值.

图 8 调参共振后信号谱峰高度 h随频率比 k变化曲线

图 8 仅表示不同 k 值下输出信号谱值的变化

规律,但它并没有反映出特征信号在对应谱图上的

可辨识性. 这里设计一种比较方法来鉴别频谱图上

特征信号的可辨别程度,即提取输出谱图上信号频

率处的峰值 h,将其与整个谱图上除去信号频率谱

值后其余谱值中最大的一个谱值 hr 作比较,比值越

大,表明信号的可辨别性越好,将这个比值定义为

辨别率 r = h/hr. 显然要使信号在整个谱图上清晰

可辨,应使信号谱峰成为整个谱图的最大峰值,即

r > 1. 下面给出图 8参数条件下辨别率 r随采样频

率与信号频率比值 k的变化曲线,如图 9.

图 9 特征信号辨别率 r随频率比 k变化曲线

为使输出谱图上特征信号的可辨识性较好,这

里规定
h−hr

h
> 5%,即 r > 1.05时,特征信号在谱

图上就可以识别出来. 这样由图 9可得信号能够识

别的频率比 k 的区间,用 1代表可识别的点,用 –1

代表不可识别的点,得图 10结果.

图 10 随频率比 k变化的可识别区间
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从图 10 可明显看出, 当采样频率与信号频率

比值 k较小时,特征信号的可识别性会随频率比的

变化而起伏波动,识别的稳定性较弱. 而当频率比

值 k逐渐增大,如大于 200后,特征信号的可识别性

会稳定下来, 出现可识别特征信号的连续 k 值,不

会因为信号频率或采样频率的略微变化而引起特

征信号的不可识别.在实际采样分析时, 可根据特

征信号频率的估值,选择可辨识特征信号的频率比

k值区间,即选择合适的采样频率范围.在条件允许

时应尽量取较大的 k值,这样可减小因 k值选择不

当而使输出特征信号谱值无法识别的概率.

5 结 论

本文针对一阶线性系统在正弦信号与加性噪

声作用下的输出特性进行了理论分析和仿真研究,

结果表明: 由于信号和噪声对一阶线性系统的作

用是各自独立的,系统响应是二者各自响应的线性

叠加,因此系统响应不存在传统意义上的随机共振

现象.然而,通过系统输出信噪比的研究可以发现,

系统输出信噪比随系统参数非单调变化, 即一阶

线性系统中存在调参广义随机共振现象.当系统参

数等于输入信号频率的 2π倍时, 输出信噪比达到

最大值.

为在实际中应用本文方法,本文分析了不同采

样频率下任意频率信号的调参共振输出谱特性及

其检测性,给出了实际采样分析时采样参数的选取

规律,即对于特征信号频率的估值,应尽量取较大

的采样频率来达到识别特征信号的目的.
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Abstract

The output power spectrum and signal-to-noise ratio (SNR) of the first order linear system driven by sinusoidal and white noise

signal are analyzed. The result shows that the linear system under additive noise does not perform traditional stochastic resonance (SR),

but it reveals the parameter-adjusted SR in a broad sense, which means that a resonance peak appears in the curve of SNR versus system

parameter. The output spectrum properties under different sampling frequencies are analyzed for a signal with an arbitrary frequency,

leading to a conclusion that increasing sampling frequency properly can be beneficial to the detection of the character signal.
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