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研究了不同参数 Chen系统之间进行周期切换时的分岔和混沌行为.基于平衡态分析,考虑 Chen系统在不同稳

态解时通过周期切换连接生成的复合系统的分岔特性,得到系统的不同周期振荡行为.在演化过程中,由于切换导

致的非光滑性,复合系统不仅仅表现为两子系统动力特性的简单连接,而且会产生各种分岔,导致诸如混沌等复杂

振荡行为.通过 Poincaré映射方法,讨论了如何求周期切换系统的不动点和 Floquet特征乘子. 基于 Floquet理论,判

定系统的周期解是渐近稳定的. 同时得到,随着参数变化,系统既可以由倍周期分岔序列进入混沌,也可以由周期解

经过鞍结分岔直接到达混沌. 研究结果揭示了周期切换系统的非光滑分岔机理.
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1 引 言

现实世界中如物理、化学、生物以及各种实

际工程技术领域的许多实际问题会涉及到不同子

系统之间的切换, 如含有双向开关切换的控制电

路 [1,2],反应催化中的自激振荡 [3],心脏扩张收缩的

跳动过程 [4], 复杂网络模型 [5], 机械系统中对摩擦

行为的控制 [6],卫星轨道的变轨 [7] 等等. 这些问题

的理论模型大都可以由两组或两组以上的微分方

程组加上切换条件,组成切换系统来刻划.

由于切换系统具有广泛的应用背景, 同时在

不同的切换系统中存在着大量的特殊非线性行为,

其复杂性分析及其相应的机理研究引起了各国学

者的广泛关注, 并开展了大量研究工作. Kousaka,

Zhusubaliyev和吴天一等 [8−10] 讨论了切换电路系

统的动力学行为. Andrei等 [11] 证明了特定线性切

换系统的鲁棒稳定性条件. Xie和 Wang[12] 分析了

时滞切换系统的稳定性. Cheng等 [13] 分析了切换

控制系统的稳定性. Matthias和 Pettersson等 [14,15]

对某些特定切换系统的控制提出了相应策略.总体

而言,已有的成果大多分析线性切换系统的稳定性

及其控制,对非线性切换系统的各种特殊振荡以及

分岔研究较少.

切换系统的状态空间连续,但系统的向量场不

连续, 而是切换条件满足时, 轨线交替受到不同子

系统向量场控制, 故其数学模型代表了一类较复

杂的非光滑动力系统 [16,17]. 现阶段, 非光滑系统

的研究已经取得一定结果.如Whiston[18] 应用现代

数学的奇异性理论, 研究了在简谐激励下, 单自由

度振子与刚性约束的擦切碰撞引起的 Poincaré映

射奇异性, 及其对碰撞振动系统全局性态的影响.

胡海岩 [19] 分析了分段光滑系统的非光滑向量场,

Poincaré映射可微性以及系统复杂动力学行为. 陆

启韶和金俐等 [20] 对具有刚性约束的 n 维非线性

动力系统进行了研究,给出了该系统 Poincaré映射
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Jacobian矩阵的计算方法. Leine等 [21] 对非光滑系

统周期解的不连续分岔作了进一步的研究.已有非

光滑问题的研究结果有助于切换系统分岔分析工

作的开展.

1999年,陈关荣等 [22] 通过混沌系统的反控制

发现了一个和著名 Lorenz系统相似但拓扑不等价

的新混沌吸引子——Chen系统.近年来,关于 Chen

系统的动力学特性、控制与同步以及电路实现等

被国内外学者广泛研究 [23,24]. 本文就考虑不同参

数下的 Chen系统周期切换生成的耦合系统,分析

参数变化时系统的动力学演化过程,给出了系统的

不同周期振荡行为,并讨论相应的振荡机理. 研究

发现系统的周期振荡行为可以由成对出现的切换

点分割成不同部分, 分别受两子系统控制. 为分析

系统的非光滑分岔机理,考虑利用子系统的局部映

射构造出整个系统的 Poincaré映射. 进而讨论了周

期切换系统的不动点和 Floquet特征乘子的数值计

算方法. 基于 Floquet理论,揭示出系统随着参数变

化既可由切换点数目成倍增加,即倍周期分岔序列

进入混沌,也可以由周期解经鞍结分岔到达混沌.

2 数学模型

两个不同参数条件下的 Chen系统之间存在周

期 T 切换,相应的数学模型表示

ẋ = a1(y− x), ẏ = (c1 −a1)x− xz+ c1y,

ż = xy−b1z, t ∈ [2nT,(2n+1)T ], (1)

ẋ = a2(y− x),

ẏ = (c2 −a2)x− xz+ c2y, ż = xy−b2z,

t ∈ [(2n+1)T,(2n+2)T ], (2)

其中 n ∈ N, a1, b1, c1, a2, b2, c2 为参数.
整个系统的向量场在两自治系统之间作周期

T 切换,导致系统存在一类非光滑点,即切换点,连
接由两子系统定义的轨道. 不仅是周期切换,同时
两子系统的行为及其分岔模式,都会影响着系统的
动力学演化过程. 因此,首先分析 Chen系统的稳态
运动及其相应的分岔特性,进而探讨周期切换下整
个系统的动力学行为.
系统 (1) 中固定 a1 = 35, b1 = 3, c1 = 19, 此

时 Chen系统有三个平衡点,分别为 E1
0 (0,0,0), E1

±
(±3,±3,3), 其中 E1

0 为鞍点, E1
± 为稳定焦点. 系统

(2) a2 = 20, b2 = 5,当 c2 > 10时,平衡点 E2
0(0,0,0),

E2
±

(
±
√

10c2 −100,±
√

10c2 −100,2c2 −20
)
, 其稳

定性由其相应的 Jacobian 矩阵的特征值决定. 图
1(a) 给出了平衡点随 c2 的变化曲线, 图中实线表
示稳定的平衡点, 虚线表示不稳定的平衡点, H±

(c2 = 11.95) 表示 Hopf 分岔点, BP (c2 = 10) 表示
Fold分岔点. E2

0始终为鞍点 (Sa).当 10< c2 < 11.95
时, E2

± 均为稳定的焦点 (SF±). 当 c2 = 10, 平衡点
发生 Fold 分岔, 系统只剩下唯一的鞍点 E2

0. 当
c2 > 11.95 时, E2

± 同时由稳定的焦点通过超临界

Hopf分岔演化为不稳定的稳定焦点 (UF). E2
± 在参

数穿越 Hopf分岔点时会导致周期振荡解. 图 1(b)
具体给出了 a2 = 20, b2 = 5, c2 = 11,时 Chen系统
的系统结构, 由鞍点 E2

0 定义的鞍曲面将相空间划

分为两个子空间,子空间的中心区域分别构成稳定
焦点 E2

±的吸引盆. 同时注意到 Chen系统具有自然
的对称性,即它在变换 (x,y,z)→ (−x,−y,z)下保持

不变,所以轨线在相空间内关于上述变换对称.

图 1 (a) Chen系统的平衡点曲线; (b) Chen系统当 c2 = 11时的平衡点结构
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3 切换作用下 Chen 系统的复杂振
荡行为

3.1 切换系统的动力学演化过程

周期切换系统的 Poincaré映射是单系统

Poincaré映射的推广. 在不同的参数条件下, 子系

统会呈现出不同的动力特性, 这些特性会对切换

系统的行为产生影响.为揭示稳态解下, Chen系统

构成的周期切换系统的动力学演化过程, 固定系
统初值为 (3,3,6),切换周期 T = 1.85, (1)式中参数
a1 = 35, b1 = 3, c1 = 19, (2)式中 a2 = 20, b2 = 5,取
c2 为分岔参数, 变化范围为 10 < c2 < 11.95, 选取
Poincaré截面作出整个切换系统的分岔图 (图 2). 由
Chen系统的平衡点分析可知, 在上述参数条件下,
子系统 (1)和子系统 (2)均为稳定的焦点,切换系统
的轨线会以切换周期 T 在两子系统的吸引子上来

回变换.

图 2 系统的分岔图 (a) 10 < c2 6 10.5; (b) 10.1 6 c2 6 10.3

当 c2 > 10.29时,切换系统表现为稳定的周期
解,其周期由切换周期 T 决定 (见图 2(a)). 同时,在
切换系统的周期轨道上,明显存在两个不同的切换
点 (图 3(a)中的 A和 B点),分别导致轨迹在两子系
统之间来回变换. 虽然两子系统均为稳态解, 但是
切换系统的轨迹不是在两子系统的稳态解之间简

单连接,而是分别趋于两稳态解的过渡过程之间的
切换.这是因为,当系统在每一子系统时,轨迹将趋
于稳态吸引子,但尚未到达就又因为周期切换条件
满足,轨迹即以该点为初始点向另一子系统的稳态
解逼近.当 c2 < 10.29时,此时切换系统周期轨道整
体失稳, 产生倍周期分岔 (图 2(b)), 导致周期 2解,
倍周期分岔序列进一步使得切换系统产生混沌振

荡. 随后, 系统又多次出现周期振荡和分岔等非线
性现象.如在 c2 = 10.261附近存在周期 3解直接通
往混沌现象; c2 = 10.23附近系统出现倍周期分岔.

3.2 周期解的振荡机理

对于周期解 (图 3(a))而言,在该周期解的轨道
上存在两个不同的切换点 A和 B,分别指向两子系
统.假设周期切换轨道的起点是从子系统 (1)开始
的,即在 [0,T ]时间内,系统受系统 (1)支配,所以从

起点 A开始,轨迹将会在 (1)的向量场作用下运动.
在未到达切换条件时, 轨迹将一直在系统 (1)内运
动并趋向焦点 E1

+. 但是,当轨迹运动到 B时,满足
周期切换条件,即时间 t = T ,切换导致系统转向于
子系统 (2), 相点受 (2)的向量场控制,即以切换点
B 为初值, 进入子系统 (2), 在 [T,2T ] 时间内, 轨迹
向焦点 E2

+ 逼近.如果不存在切换,轨迹将最终逼近
稳定的焦点. 但是当 t = 2T 时,周期切换条件重新
满足, 此时轨迹刚好重新回到点 A, A 即作为第二
个切换点. 切换系统再次以 A为初值,受子系统 (1)
控制,趋于焦点 E1

+. 上述过程重复进行, 切换点成
对出现,振荡周期为 2T .
显然,两切换点 A和 B将切换系统的周期轨道

划分为两部分,分别以 A和 B为初值,受两子系统
控制,趋于两子系统的稳态解. 同时,由于在此参数
条件下,子系统 (1)和 (2)的稳态解均为焦点. 焦点
存在相应的趋于该点的衰减过程,因而当前参数下
的周期切换系统的周期轨道会表现出两类不同振

荡特性,也即子系统 (1)与子系统 (2)的两种不同衰
减振荡的耦合.由于切换系统两子系统的运行按照
周期 T 进行切换,这种耦合振荡将由一组切换点连
接两子过程,往复交替.
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图 3 c2 = 11时周期解 (a)平面相图; (b)空间相图; (c)时间历程

图 4 c2 = 10.28周期 2解 (a)平面相图; (b)时间历程

3.3 k周期及混沌振荡机理

当 c2 = 10.289, 系统产生倍周期分岔, 导致具
有 4个切换点的 2周期解 (图 4(a)), 周期为 4T , 切
换点由原来的两个变化为四个.假设切换系统轨迹
起点子系统 (1)的起点 A1 处,系统轨迹从 A1 点开

始受系统 (1)的向量场支配,向焦点 E1
+ 逼近.经过

时间 T 后,轨迹运动到 B1 点,满足切换条件,轨迹
开始受到子系统 (2)控制,以 B1 点为初值,进入子
系统 (2), 向该系统稳定的焦点 E2

+ 逼近,直到时刻

t = 2T , 发生切换, 重新受子系统 (1) 控制. 但是随

c2 变化到临界值 10.289时,子系统 (2)的向量场的

变化使得在 2T 时刻,轨迹无法回到初始切换点 A1,

也即系统无法做到在 [0,2T ]时间内在一对切换点

上反复振荡,达到稳态周期 2T 解. 经过 2T 时间,轨

迹到达的是另外一点 A2, 并以 A2 为初始值, 重新

受子系统 (1)控制,在 [2T,3T ]时间内,轨迹趋向焦

点 E1
+. 由于初值的改变,在时间 T 内,从 A2出发的

朝焦点逼近的轨线,不会与 [0,T ]时间内的从 A1 出
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发的轨线重合,即不会在 t = 3T 时到达切换 B1,而
是到达新的切换点 B2,并以 B2为初值,趋于子系统
(2)稳定的焦点 E2

+,并在 t = 4T ,轨迹回到 A1,构成
切换系统的周期 2解.
切换系统的周期 3,周期 4等 k 周期振荡行为

与上述周期 2解的振荡过程类似. 当 c2 = 10.28,切
换系统的轨道再次失稳,作周期 4运动,随后周期进
一步倍化,通向混沌. 当 c2 = 10.21和 c2 = 10.261,
系统均出现周期 3运动 (图 5(a)),这意味着切换系
统的轨迹在两子系统来回振荡三次. 当 c2 = 10.222
时,切换系统将会从周期 3失稳进入稳定的周期 6
(图 5(b))运动,随后通向混沌 (图 5(c)). 值得注意的

是, Chen系统具有多个稳定的吸引子 (图 1(b)). 这
将导致切换系统轨线在各子系统交替振荡时被不

同吸引子吸引而产生丰富的动力学行为.图 6(a)给
出了系统轨线围绕子系统 (1)的平衡点 E1

− 和子系

统 (2)的平衡点 E2
−生成的 2周期解.图 6(b)的 4周

期解的轨线则围绕两子系统的两组稳定焦点 E1
± 和

E2
± 来回振荡. 图 6(c)进一步给出围绕多平衡点的
混沌吸引子. 这些振荡现象产生的原因是由于周期
切换过程中,切换点的位置随分岔参数改变而变化,
当参数突破某个临界值,切换点不在子系统原平衡
点的吸引域中, 而是被子系统另一平衡点吸引, 产
生新的周期或者混沌振荡.

图 5 (a) c2 = 10.21周期 3解; (b) c2 = 10.222周期 6解; (c) c2 = 10.232混沌解

4 非光滑分岔分析

4.1 不动点与 Floquet乘子计算

Chen 系统在周期切换作用下, 由于向量场
不连续, 导致系统整体具有非光滑特性, 从而引
起非光滑分岔行为. 非光滑系统特有的动力学
特性不能用通常光滑动力系统理论处理, 需要
专门的理论和方法. 近年来, 非光滑系统的理论
和数值方法取得了一定进展. 下面我们就引入局
部映射, 构造 Poincaré映射分析切换系统的不动

点, 给出周期切换系统 Floquet 特征乘子的计算

方法.

设 φi 为周期切换系统 ẋ = fi (x, t), x ∈ R3,

i = 1,2两子系统的解. 由于切换周期 T 固定,故我

们选取相位面为 Poincaré截面. 由两子系统的解定

义局部映射:

P1 : (x,y,z)→ φ1 (T,x,y,z) ,

P2 : (x,y,z)→ φ2 (T,x,y,z) ,
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则整个系统的 Poincaré映射 P可表示为上述局部映
射的复合,即

P : (x,y,z)→ φ2 (T,φ1 (T,x,y,z))

即P = P2 ◦P1. (3)

Poincaré映射 P 的不动点对应切换系统的
周期解; k 周期不动点对应于系统的 k 周期解;
Poincaré映射的不变环对应于系统的概周期解. 数
值上求 Poincaré映射 P的不动点,可以采用Newton-
Raphson迭代方法来求方程 P(X) = X 的解. 假设 u
为映射 P不动点的迭代值,迭代公式为

ui+1 = ui − P(ui)−ui

DP(ui)−E
. (4)

这里 DP是映射 P的 Jacobi矩阵, E 为单位矩阵. 根
据复合映射链式求导法则, DP计算可以借助 P1, P2

的 Jacobi矩阵,即

DP(ui) = DP2 ×DP1 (ui) , (5)

而 DP1, DP2是矩阵微分方程 (6)当 t = T 时刻的解,

可通过非光滑非线性分析的打靶法和 Runge-Kutta

算法,从 0到 T 数值积分计算其数值解.

d
dt

[
∂φi

∂ui

]
=

∂ fi

∂ui

[
∂φi

∂ui

]
,

∂φi

∂ui
|t=0 = E, (6)

i = 1,2.

在上述不动点计算过程中, 同时得到

Poincaré映射 P 的 Jacobi 矩阵, 再利用矩阵 QR 法

求 DP的特征值,得到系统的 Floquet特征乘子. 基

于 Floquet 理论可对切换系统进行分析, 从而判断

切换系统周期运动的稳定性和非光滑分岔行为.下

面就以上述方法具体计算周期切换系统在稳定周

期运动和出现分岔时的 Floquet 乘子, 揭示周期切

换系统的分岔机理.

图 6 (a) c2 = 10.127周期 2解; (b) c2 = 10.120周期 4解; (c) c2 = 10.115混沌解

4.2 数值分析

当 10.29 < c2 < 11.95时,切换系统所有的 Flo-

quet特征乘子均在单位圆内,即特征值的模均小于

1,根据 Floquet理论,系统作稳定的 1周期运动.随

后,其中一个特征乘子随 c2 减小而逐渐减小,直至

通过 −1穿过单位圆,如表 1所列. 由 Floquet理论,

系统此时发生倍周期分岔,系统由周期 1失稳转为
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作稳定的周期 2运动,此结果与分岔图 2一致.

表 1 10.289 6 c2 6 10.292时切换系统的 Floquet乘子

c2 λ1 λ2 λ3

10.292 –0.8828 –0.0001 0

10.291 –0.8829 –0.0001 0

10.290 –0.988 –0.0001 0

10.289 –1.0395 –0.0001 0

当 10.20 < c2 6 10.221时,系统的 Floquet乘子
都在单位圆内, 根据 Floquet 理论, 系统作稳定的
周期 3运动.随着 c2 增加, 在 c2 = 10.222处, 有一
Floquet乘子通过 −1穿过单位圆,表明系统又出现
倍周期分岔,变为稳定的周期 6解 (图 5(b)).

表 2 10.219 6 c2 6 10.222时切换系统的 Floquet乘子

c2 λ1 λ2 λ3

10.219 –0.8034 0 0

10.220 –0.8818 0 0

10.221 –0.9616 0 0

10.222 –1.0423 0 0

在分岔图 (图 2(b))中,我们注意到当 c2 = 10.26
附近系统出现周期 3 振荡直接通往混沌的现
象. 我们在此附近计算系统的 Floquet 乘子, 当
c2 < 10.26124时,系统所有的 Floquet乘子都在单位
圆内,而在 c2 = 10.26124处有一 Floquet乘子通过
1穿过单位圆,如表 3所列. 根据 Floquet理论判断,
系统之前作稳定的周期 3运动,而在 c2 = 10.26124
处发生鞍结分岔,系统由稳定的周期 3解经鞍结分
岔通往混沌.

表 3 10.26121 6 c2 6 10.26124时切换系统的 Floquet乘子

c2 λ1 λ2 λ3

10.26121 0.8741 0 0

10.26122 0.9602 0 0

10.26123 0.9920 0 0

10.26124 1.0700 0 0

总之, Floquet理论可以对周期切换运动的稳定

性和分岔行为进行分析, 所得结果与分岔图一致.

数值分析揭示出不同参数下的 Chen系统之间进行

周期切换时得到的周期解是渐近稳定的,并可通过

倍周期分岔和鞍结分岔两种方式通往混沌.

5 结 论

不同参数下的 Chen系统之间通过周期切换导

致各种复杂振荡行为. 在不同参数下, 子系统存在

不同的稳态解, 切换导致轨线在两子系统之间产

生明显的分界点, 产生各种稳定的周期振荡. 子系

统平衡点的个数以及吸引盆的结构影响周期解的

轨线分布. 而且随着参数变化, 切换点受子系统不

同吸引子的吸引,对应不同的切换振荡解. 参数的

变化还会导致切换系统的分岔行为, 通过分析可

以得到系统主要通过倍周期分岔和鞍结分岔两种

途径进入混沌振荡. 研究表明, Poincaré映射方法和

Floquet 理论是研究周期切换系统的有效手段. 本

文的数值方法和机理分析对于进一步认识非线性

切换系统的复杂动力学行为具有一定的理论意义.
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Abstract

Complicated behaviors of a compound system with periodic switches between different types of Chen systems are investigated in

detail. In the local analysis, the critical conditions such as fold bifurcation and Hopf bifurcation are derived to explore the bifurcations

of the compound systems with different stable solutions in the two subsystems. Different types of oscillations of this switched system

are observed, of which the mechanism is presented to show that the trajectories of the oscillations can be divided into several parts

by the switching points, governed by the two subsystems respectively. Because of the non-smooth characteristics at the switching

points, different forms of bifurcations may occur in the compound system, which may result in complicated dynamics such as chaotic

oscillations, instead of the simple connections between the trajectories of the two subsystems. By the Poincaré mapping, the location of

the fixed point and Floquet characteristic multiplier of switching system are discussed.With the variation of the parameter, the system

can evolve into chaos via the cascading of period-doubling bifurcation. Besides, the system can evolve into chaos immediately by

saddle-node bifurcations from period solutions.The non-smooth bifurcation mechanism of periodic switching system can be revealed

by the research.
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