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光晶格中双组分玻色-爱因斯坦凝聚系统
的调制不稳定性*
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利用线性稳定分析的方法,在不满足原子流相等的条件下,对光晶格中双组分玻色-爱因斯坦凝聚原子 (BEC)系

统的调制不稳定性区域与不同 BEC组分的波长和不同的调制波长,以及两组分 BEC间相互作用大小之间的关系进

行了研究.结果显示,光晶格中双组分 BEC系统的调制稳定性的区域在不满足原子流相等的条件下,随不同的波长,

不同的调制和相互作用之间的大小会出现了较大的变化. 相应结果可为实际应用中如何操控双组分 BEC提供有用

的信息.
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1 引 言

在非线性系统中,一个弱干扰调制可使系统的
激发谱出现虚频率,从而导致初始平面波振幅的指
数增长, 使它分解为一系列的局域波, 这类调制不
稳定性现象广泛存在于流体力学,等离子物理学和
非线性光学等物理系统中 [1,2]. 近年来, 玻色-爱因
斯坦凝聚体 (BEC)系统里的调制不稳定性现象也
引起了人们的极大兴趣. 调制不稳定性现象在理
解玻色-爱因斯坦凝聚系统中的许多非线性动力学
行为,如局域模或孤子的产生,畴的形成,经典超流
到绝缘体相变等方面有着重要的作用 [3−12]. 对光
晶格中双组分系统的调制不稳定性的研究显示,由
于其存在不同组分之间的相互作用, 双组分和单
组分相比有着更加丰富的动力学行为 [13−16]. 但在
已有的对光晶格双组分系统的调制不稳定性的理

论研究中, 为了获得解析解, 所得结果一般都是在
一定限制的条件下 (如原子流相等的条件)进行的
[17−22]. 为了更全面、更完整地了解光晶格中双组
分 BEC的调制不稳定性, 本文利用数值计算方法,

进一步对光晶格中双组分系统的调制不稳定性进

行了研究, 分析了在不同的相互作用的情况下, 不
同组分受到不同的调制时, 光晶格中双分量 BEC
的调制不稳定性. 数值计算的优点是可以不受解析
解限制条件的影响, 其结果结合解析分析, 可为操
控光晶格中的 BEC 提供新的信息和途径, 进一步
加深对 BEC和非线性现象的理解.

2 理论模型

利用紧束缚近似, 光晶格中双组分 BEC 原子
在格点 j 的概率幅Ψj,σ (σ = 1,2)满足如下的离散
非线性 Schrödinger方程 [17,18,20]:

i
∂ψ j,σ

∂ t
=− Jσ (ψ j−1,σ +ψ j+1,σ )+(Uσ ,σ |ψ j,σ |2

+Uσ ,σ ′ |ψ j,σ ′ |2)ψ j,σ , (1)

其中 Jσ 是近邻跃迁系数, Uσ ,σ 表示同一 σ 组分间
原子和原子之间的相互作用, Uσ ,σ ′ (σ ′ = 1,2)表示
两个不同组分间原子和原子之间相互作用. 方程
(1) 具有如下的平面波解 ψ j,σ = ψ(0)

σ e ikσ j−iµσ t , 其
中 µσ 为化学势, 可由归一化条件 ∑ j,σ ψ j,σ = 1 确
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定. 当该平面波受到一个小的微扰调制时可表示为

ψ j,σ = [ψ(0)
σ +δψ j,σ ]e ikσ j−iµσ t , (2)

其中

δψ j,σ = uσ e iqσ j−iωt + v∗σ e−iqσ j+iωt , (3)

表示一个小的微扰调制 (δψ j,σ ≪ ψ0
σ ), qσ 为调制波

矢, uσ 和 vσ 是常数, ω 为微扰调制所导致的激发
谱.将 (2), (3)式代入方程 (1),忽略掉高阶量可得

M×


u1

v1

u2

v2

= 0, (4)

其中

M =


a1 b1 c1 c1

e1 f1 0 0

c2 c2 a2 b2

0 0 e2 f2

 , (5)

a1 =[ω −2J1 cosk1 +2J1 cos(k1 +q1)

−2U11Ψ
(0)2

1 ]cos(q1 j−ωt),

b1 =[−ω −2J1 cosk1 +2J1 cos(k1 −q1)

−2U11Ψ
(0)2

1 ]cos(q1 j−ωt),

c1 =−2U12Ψ
(0)

2 Ψ (0)
1 cos(q2 j−ωt),

e1 =ω −2J1 cosk1 +2J1 cos(k1 +q1),

f1 =ω +2J1 cosk1 −2J1 cos(k1 +q1),

a2 =[ω −2J2 cosk2 +2J2 cos(k2 +q2)

−2U22Ψ
(0)2

2 ]cos(q2 j−ωt),

b2 =[−ω −2J2 cosk2 +2J2 cos(k2 −q2)

−2U22Ψ
(0)2

2 ]cos(q2 j−ωt),

c2 =−2U12Ψ
(0)

1 Ψ (0)
2 cos(q1 j−ωt),

e2 =ω −2J2 cosk2 +2J2 cos(k2 +q2),

f2 =ω +2J2 cosk2 −2J2 cos(k2 +q2).

调制所导致的平面波激发频率 ω 为矩阵 M 的本征

值.当 ω 为虚数时,则平面波的波函数概率振幅会
出现指数的增长,出现调制不稳定性.
在满足原子流相等,即 J1 sin(k1a) = J2 sin(k2a)

和调制波矢 q1 = q2 的条件下,由 M 矩阵可得到容

易分析的 ω 解析解形式 [18,20]. 如果上述条件不满
足, ω 解析解的形式将变得非常复杂, 此时则可以
通过数值计算进行求解分析.数值计算的优点是可
以不受上述解析解要求的条件限制,因而可拓宽对
光晶格中双组分 BEC的调制不稳定性的认识. 下
面基于数值计算的结果, 我们对光晶格两组分系
统的调制不稳定性与两组分平面波波矢 k1,k2, 两
个调制波波矢 q1,q2, 不同种组分之间的相互作用
U12 和同种组分之间的相互作用 U11,U22 的关系进

行讨论.

3 计算结果及讨论

为了讨论方便, 我们根据两组分 BEC 平面波
波长的长短, 我们把两组分分为长波和长波, 长
波和短波以及短波和短波的情况. 图 1 所示为两
组分 BEC 平面波为长波和长波的情况 (即波矢
k1,k2 < π/2). 图 1(a), (b) 是光晶格双组分 BEC 系
统在原子流守恒条件下调制不稳定性区域随两组

分间相互作用 U12 的变化. 我们的数值计算结果
和文献 [18]由解析解得到的结果一致.图 1(c), (d)
则为光晶格双组分 BEC 系统在不满足原子流相
等条件下 (通过取不同的 k1 和 k2 的值实现, 其他
条件一致), 调制不稳定性区域随两组分间相互作
用 U12 的变化. 比较原子流相等和不相等的情况,
可以看出稳定和不稳定区域的分布相差不大. 但
对于长波调制 (q = 0), 在原子流相等的情况下, 不
稳定性发生的临界条件和双分量系统的相分离条

件 (U2
12 >U1U2)一致.但对于原子流不相等的情况,

在还未到相分离条件的情况下, 不稳定性已经开
始出现.
当光晶格中双组分 BEC, 一个为长波 (k2 <

π/2),一个短波 (k1 > π/2)时,双组分 BEC的调制
稳定和不稳定区域的分布随 U12 的变化如图 2 所
示. 图 2(a)是双组分 BEC在满足原子流相等的条
件下的数值计算结果,和文献 [18]由解析解得到的
结果一致,在U12 ≈ 12附近出现一狭长的稳定区域.
图 2(b), (c), (d)不满足原子流相等的情况下得到的
结果.在数值计算中,短波组分的 BEC平面波的波
矢固定为 k1 = 0.8π, 改变长波的 BEC平面波的波
矢 k2,其他参数保持不变.经过比较,可以看到随着
长波组分 BEC平面波的 k2 逐渐接近 π/2, 稳定区
域逐渐消失.
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图 1 取 J1 = J2 = 1, Ψ (0)
1 =Ψ (0)

2 = 1, U11 = U22 = 10, (a) k1 = 0,k2 = 0; (b) k1 = 0.4π, k2 = 0.4π; (c) k1 = 0, k2 = 0.4π; (d) k1 = 0.2π,
k2 = 0.4π(图中黑色表示稳定区域,白色表示不稳定区域)

图 2 计算中,各参数取值为 J1 = 1, J2 = 2, Ψ (0)
1 =Ψ (0)

2 = 1, U11 = 10, U22 = 12, (a) k1 = 0.8π, k2 = 0.095π; (b) k1 = 0.8π, k2 = 0.1π; (c)
k1 = 0.8π, k2 = 0.2π; (d) k1 = 0.8π, k2 = 0.3π(图中黑色表示稳定区域,白色表示不稳定区域)
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当我们将长波组分的 BEC平面波的波矢固定
为 k2 = 0.095π,改变短波的 BEC平面波的波矢 k1,
使其在 π—π/2的范围内变化,其他参数保持不变,
结果由图 3所示. 由图 3(a), (b), (c)看出,随着短波
BEC组分平面波的波矢在 π/2 < k1 < π的区域内,
在相分离区域出现带状的稳定区域, 该区域随着

k1 → π/2而逐渐增大,而易混合区域则是调制不稳
定区域.
当两组分 BEC的平面波的波矢均为短波的时

候, 由于短波的 BEC 组分的高速不稳定性, 不论
是易混合还是相分离以及调制如何, 没有稳定区
域出现.

图 3 J1 = 1, J2 = 2, Ψ (0)
1 =Ψ (0)

2 = 1, U11 = 10, U22 = 12, (a) k1 = 0.8π, k2 = 0.095π; (b) k1 = 0.7π, k2 = 0.095π; (c) k1 = 0.65π, k2 = 0.095π;
(d) k1 = 0.6π, k2 = 0.095π(图中黑色表示稳定区域,白色表示不稳定区域)

在光晶格中双组分 BEC的调制不稳定性研究

中, 为了得到解析的结果, 除了原子流相等的条件

的限制外, 一般只考虑了两组分受到同样调制, 即

q1 = q2 的情况. 但在实际的应用中,光晶格中不同

组分 BEC受到不同调制时的调整不稳定性性质也

具有一定的意义. 下面我们对该性质作一分析. 首

先,当两种组分的平面波均为长波并受到不同调制

的情况. 计算结果表明,在易混合状态下,长波双组

分 BECs系统对于任何调制都是稳定的；在相分离

状态下,如果不同种组分之间的相互作用 U12 大于

与同种组分的相互作用U11U22时,光晶格中的长波

双组分系统对于任何调制都是不稳定的. 但当上述

相互作用相差不大时,长波双组分 BECs系统存在

稳定性区域,其稳定区域在 (q1,q2)平面上的分布如

图 4所示.

从图 4中可以看出,稳定区域主要分布在 (q1,

q2) 的对角线的上半平面, 该稳定区域随着第二种

BEC组分平面波波矢的增大,逐渐减小了. 同时可

以看出,当 U12 和 U11U22 相差不大时,光晶格中长

波双组分 BEC在不同的短波调制下始终有稳定性

区域存在.

当一种 BEC组分的平面波为长波而第二种为

短波时,如果双组分 BECs处于易混合状态光晶格

双分量系统是不稳定的, 不存在稳定区域. 这种不

稳定性是由于短波组分的不稳定性导致的. 在相分

离条件下, 系统的调制不稳定性区域在 (q1, q2) 平

面上的分布如图 5和图 6所示.

从图 5的中可以看出,当双组分 BECs均处于

相分离条件下, 稳定区域主要分布在 (q1, q2) 的下

半平面并随着第二种 BEC平面波的波矢逐渐增大,

稳定区域逐渐减小. 当固定两种组分的平面波,第

一种为长波稳定的波矢 (k1 = 0.1π)而第二种为短
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波不稳定的波矢 (k2 = 0.7π)的时候,不同种组分之
间的相互作用 U12 的大小对 (q1, q2)上稳定区域的

分布如图 6所示. 由图 6可以看出,随着不同种组
分之间的相互作用U12 的增大,稳定区域减小.

图 4 取 J1 = J2 = 1, Ψ (0)
1 =Ψ (0)

2 = 1, U11 =U22 = 10, U12 = 11, (a) k1 = 0.1π, k2 = 0.1π; (b) k1 = 0.1π, k2 = 0.2π; (c) k1 = 0.1π, k2 = 0.3π;
(d) k1 = 0.1π, k2 = 0.4π (图中黑色表示稳定区域,白色表示不稳定区域)

图 5 J1 = J2 = 1, Ψ (0)
1 =Ψ (0)

2 = 1, U11 =U22 = 10, U12 = 13, (a) k1 = 0.1π, k2 = 0.6π; (b) k1 = 0.1π, k2 = 0.7π; (c) k1 = 0.1π, k2 = 0.8π;
(d) k1 = 0.1π, k2 = 0.9π (图中黑色表示稳定区域,白色表示不稳定区域)
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图 6 J1 = J2 = 1, Ψ (0)
1 =Ψ (0)

2 = 1, U11 =U22 = 10, k1 = 0.1ϖ , k2 = 0.7π, (a) U12 = 11; (b) U12 = 13; (c) U12 = 15; (d) U12 = 17(图中黑色表
示稳定区域,白色表示不稳定区域)

4 结 论

我们主要分析不受原子流相等限制和不同组

分可受不同调制的情况下,光晶格双组分 BECs的
调制不稳定性. 对于两组分为长波和长波的情况,
在同样的调制波的作用下,稳定性区域主要出现在
相互作用满足易混合状态的情况下. 但原子流不守
恒会导致在易混合区出现长波调制不稳定性. 在不
同调制波的作用下,相分离状态下的稳定区域主要
出现在短波调制的情况下. 对于两组分为长波和

短波的情况, 在同样的调制波的作用下, 稳定性区

域主要出现在相互作用满足相分离状态的情况下

的一狭长的区域,该稳定区域在不满足原子流守恒

的条件下, 随组分波矢的减小而逐渐消失. 在不同

调制波的作用下,稳定区域主要出现在短波调制的

情况下. 对于两组分为短波和短波的情况无稳定

区域.上述分析对对不同的调整不稳定性分布的分

析可为实际应用中如何操控双组分 BEC提供有用

的信息.
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Abstract
Based on the linear stability analysis, the modulational instablilities (MIs) of two-component Bose-Einstein condensations (BECs)

in the optical lattices are studied, especially the relation of MI with the different component and modulational wavevectors, and with the

inter- and intra- interaction when the condition of atom current conversation is not satisfied. The results show that when the condition
of atom current is not satisfied, the new MI areas of two-component BEC in the optical lattice with the component wavevectors,
modulational wavevectors and the interaction between components can arise. The above results can gives us some useful information

about manipulating two-component BECs in practice.
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