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轴向加速运动黏弹性梁受迫振动中的混沌动力学*
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研究了黏弹性轴向运动梁在外部激励和参数激励共同作用下横向振动的混沌非线性动力学行为.引入有限支

撑刚度,并考虑黏弹性本构关系取物质导数,同时计入由梁轴向加速度引起的沿径向变化的轴力,建立轴向运动黏

弹性梁横向非线性振动的偏微分 -积分模型. 通过 Galerkin截断方法研究了外部激励的频率和因速度简谐脉动引起

的参数激励的频率在不可通约关系时轴向运动连续体的非线性动力学行为,并对不同截断阶数的数值预测进行了

对比. 基于对控制方程的 Galerkin截断,得到离散化的常微分方程组,使用四阶 Runge-Kutta方法求解. 基于此数值

解,运用非线性动力学时间序列分析方法,通过 Poincaré映射,观察到轴向运动梁随扰动速度幅值的倍周期分岔现

象,并比较了有无外部激励对倍周期分岔的影响.分别在低速以及近临界高速运动状态下,从相平面图、Poincaré映

射以及频谱分析的角度识别了系统中存在的准周期运动形态.
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1 引 言

工程中存在很多沿着自身径向运动的细长结

构, 例如: 汽车发动机中转动的皮带、钢厂生产流
程中的带钢、飞行中的运载火箭等. 这些细长结构
沿着轴向, 即径向的运动引起自身横向的振动. 多
数情况下, 这些横向振动是有害的、非预期的. 例
如, 高速转动的皮带引起的大幅度振动, 造成皮带
的磨损以及大量的噪音污染. 当运行速度较大或者
振动幅度较大时,结构中的几何非线性将成为不可
忽略的因素.对这些结构的横向非线性振动研究一
直是非线性动力学研究领域的热点问题 [1−7].
在皮带传送等工程系统的运动结构中,不可避

免地存在参数激励,例如滑轮扭振导致的皮带轴向
运动速度的周期波动.生产实践和科学实验中都发
现,若参数激励的频率与其两倍无阻尼自治派生系
统固有频率的差值满足适当条件时,皮带将出现大
幅度的横向振动. 因此, 确定轴向运动结构的横向

稳定性条件是有重要科学意义和应用价值的问题.

考虑轴向速度的周期脉动, Ravindra和 Zhu[8] 通过

一阶 Galerkin 截断方法研究了超临界速度下轴向

运动梁参数共振的分岔与混沌; Yang和 Chen[9] 通

过二阶 Galerkin 截断方法轴向运动黏弹性梁的非

线性动力学行为; Ding和 Chen[10] 通过微分求积直

接数值方法研究了轴向运动黏弹性梁的混沌行为;

Ghayesh[11] 通过 Galerkin 截断方法研究了径向与

横向耦合的平面非线性振动分岔特性; Yao 等 [12]

结合多时间尺度和 Galerkin 截断方法研究了多脉

冲激励下轴向运动带参数激励的非线性动力学行

为.以上的诸多研究使得人们对轴向运动结构参数

激励的非线性响应有了一定的认识,但是依然存在

着一些问题. 例如, 以上所有研究都假设运动结构

的轴向张力均匀恒定,这与速度脉动的假设明显不

符. Chen和 Tang[13,14] 考虑了因速度脉动引发的轴

向张力的变化, 他们的研究表明, 变化的张力会影

响轴向运动结构的横向振动特性.
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工程中的轴向运动系统总是受到来自外部环

境的周期激励. 例如,汽车发动机中的传动带总是

受到来自行进中车体整体振动的激励. 轴向运动

结构的横向受迫振动也是备受关注的问题. Yang

等 [15] 研究了多个频率组成的外部激励下的轴向

运动梁横向振动响应. Ghayesh[16] 通过 Galerkin截

断探讨了亚临界速度和超临界速度下轴向运动梁

横向受迫振动的分岔与混沌. 然而, 外部激励对轴

向运动梁参数共振的影响还没有得到应有的重视.

Zhang和 Li[17] 通过静态矩形薄板研究了在参数激

励和外部激励共存时的混沌响应,发现外部激励能

够改变原参数激励中特定状态的运动特征.

本文通过不同截断阶数 Galerkin方法,研究计

入轴向速度周期脉动及其引起的径向张力变化影

响的轴向加速黏弹性梁的非线性动力学行为,并考

虑来自外部的简谐激励对轴向运动系统倍周期分

岔的影响.

2 控制方程

对于轴向运动结构,这里采用混合的 Eulerian-

Lagrangian描述,即假设细长运动结构的横截面在

弯曲振动过程中始终保持为平面. 由于研究对象为

非保守系统, 通过广义哈密顿原理, 可以得到如下

无量纲控制方程 [14]:

u,tt +2γu,xt +[(1−η)γ2 − (x−1)γ̇ −1]u,xx

+ k2
f u,xxxx+α(u,xxxxt +γu,xxxxx )

=
1
2

k2
1u,xx

∫ 1

0
u,2x dx

+
αk2

1

k2
f

u,xx

∫ 1

0
(u,x u,xt +γu,x u,xx )dx

+bcos(ωft),

γ = γ0 + γ1 cos(ωpt), (1)

其中, u(x, t)为运动梁在轴向坐标 x处和 t 时刻的

横向位移; 无量纲参数 γ , γ0 和 γ1 分别代表轴向运

动的速度、平均速度和扰动速度的振幅;无量纲参

数 ωf 和 ωp 分别为外部简谐激励的频率和简谐扰

动速度的频率;无量纲参数 k2
f 和 α 分别代表梁的

弯曲刚度和动态结构阻尼;无量纲参数 k1和 b分别

代表梁的几何非线性和外部激励的振幅值,而 k1称

为非线性系数; η 为支撑刚度参数,其变化范围为 0

到 1,即当 η = 0时,支撑为完全刚性支撑,当 η = 1

时, 支撑为完全柔性支撑. 另外, 下标中的逗号 “,”

表示对其后面的变量取偏微分. 本文中假设轴向变

速运动黏弹性梁的两端为简支边界,根据广义哈密

顿原理和边界条件的变分可以得到如下所示的无

量纲形式 [15]:

u(0, t) = u(1, t) = u,xx (0, t) = u,xx (1, t) = 0. (2)

3 Galerkin截断

对于轴向变速运动黏弹性梁的控制方程 (1)

式,本文采用 Galerkin截断方法对其时间和空间解

耦. 取试函数为静态线弹性梁的模态函数, 即假设

梁的无量纲横向振动位移 u(x, t)能够展开为如下级

数形式 [5]:

u(x, t) =
+∞

∑
n=1

qn(t)sin(nπx), (3)

式中 qn(t)为一组梁的广义位移函数. 实际应用中,

针对所处理问题的不同需求, 保留上式中的前有

限项.在本文中,分别取上式的前两项和前四项,即

为 2阶和 4阶 Galerkin截断,用于确定横向位移值

u(x, t), 并将其代入 (1) 式, 若仅取前两项，得到下

式:{
q̈1 −π2q1[(1−η)γ2 + γ̇ −1]+ k2

fπ
4q1 +απ4q̇1

+
1
4

k2
1π

4q1(q2
1 +4q2

2)+π
2q1γ̇x

}
sin(πx)

+{q̈2 −4π2q2[(1−η)γ2 + γ̇ −1]+16k2
fπ

4q2

+16απ4q̇2 + k2
1π

4q2(q2
1 +4q2

2)+4π2q2γ̇x}

× sin(2πx)+(2πγ q̇1 + γαπ5q1)cos(πx)

+(4πγ q̇2 +32γαπ5q2)cos(2πx)

+
αk2

1π
4

k2
f

[1
2
(q1q̇1 +4q2q̇2)−4γq1q2

]
× [q1 sin(πx)+q2 sin(2πx)]−bcos(ωft)

= 0,

γ̇ = −ωpγ1 sin(ωpt). (4)

在上式的等号两端同乘以权函数 (本文中, 同样取

为静态线弹性梁的模态函数), 并按位移在区间 [0,

1]内积分. 当仅取前两项时,得到如下的一组数量

为两个的二阶常微分方程组:

q̈1 −
4bcos(ωft)
π

− 64
9

γ̇q2 −
16
3

γ q̇2

+π2q1

[
1− 1

2
γ̇ − (1−η)γ2

]
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+ k2
1π

4q1

(
1
4

q2
1 +q2

2

)
+π4

(
k2

f q1 +α q̇1 −
128
3

αγq2

)
+

αk2
1π

4q1

k2
f

[
1
2
(q1q̇1 +4q2q̇2)−4γq1q2

]
= 0,

q̈2 −
16
9

γ̇q1+
16
3

γ q̇1 +2π2q2
[
2− γ̇ −2(1−η)γ2]

+ k2
1π

4q2
(
q2

1 +4q2
2
)

+π4
(

16k2
f q2 +16α q̇2 +

8
3

αγq1

)
+

αk2
1π

4q2

k2
f

[2(q1q̇1 +4q2q̇2)−16γq1q2]

= 0,

γ̇ = −ωpγ1 sin
(
ωpt

)
. (5)

仅取前四项时,得到数量为四个的二阶常微分方程

组:

q̈1 −
4
π

bcos(ωft)−
64
9

γ̇q2 −
16
3

γ q̇2 −
512
225

γ̇q4

− 32
15

γ q̇4 +π
2q1

[
1− 1

2
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]
+ k2

1π
4q1

(
1
4

q2
1 +q2

2 +
9
4

q2
3 +4q2

4

)
+π4

(
k2

f q1 −
128
3

αγq2 −
4096
15

αγq4 +α q̇1

)
+

αk2
1π

4q1

k2
f

[1
2
(q1q̇1 +4q2q̇2 +9q3q̇3 +16q4q̇4)

−4γ (q1q2 +2q1q4 +3q2q3 +6q3q4)
]

= 0,

q̈2 −
16
9

γ̇q1+
16
3

γ q̇1 −
432
25

γ̇q3

− 48
5

γ q̇3 +2π2q2
[
2− γ̇ −2(1−η)γ2]

+ k2
1π

4q2
(
q2

1 +4q2
2 +9q2

3 +16q2
4
)

+π4
(

16k2
f q2 +

8
3

αγq1 −
1944

5
αγq3 +16α q̇2

)
+

αk2
1π

4q2

k2
f

[
2(q1q̇1 +4q2q̇2 +9q3q̇3 +16q4q̇4)

−16γ (q1q2 +2q1q4 +3q2q3 +6q3q4)
]

=0,

q̈3 −
4

3π
bcos(ωft)−

192
25

γ̇q2 +
48
5

γ q̇2 −
1536
49

γ̇q4

− 96
7

γ q̇4 +9π2q3

[
1− 1

2
γ̇ − (1−η)γ2

]
+9k2

1π
4q3

(
1
4

q2
1 +q2

2 +
9
4

q2
3 +4q2

4

)
+π4

(
81k2

f q3 +
384
5

αγq2 −
12288

7
αγq4 +81α q̇3

)
+

9αk2
1π

4q3

k2
f

[1
2
(q1q̇1 +4q2q̇2 +9q3q̇3 +16q4q̇4)

−4γ (q1q2 +2q1q4 +3q2q3 +6q3q4)
]

= 0,

q̈4 −
32
225

γ̇q1 +
32
15

γ q̇1 −
864
49

γ̇q3

+
96
7

γ q̇3 +8π2q4
[
2− γ̇ −2(1−η)γ2]

+4k2
1π

4q4
(
q2

1 +4q2
2 +9q2

3 +16q2
4
)

+π4
(

256k2
f q4 +

16
15

αγq1 +
3888

7
αγq3 +256α q̇4

)
+

αk2
1π

4q4

k2
f

[
8(q1q̇1 +4q2q̇2 +9q3q̇3 +16q4q̇4)

−64γ (q1q2 +2q1q4 +3q2q3 +6q3q4)
]

= 0,

γ̇ =−ωpγ1 sin
(
ωpt

)
. (6)

对于一组给定的参数值kf, k1, γ0, γ1, η , α , ω f

和ωp 以及初始条件, q1 (t), q2 (t), q3 (t) 和 q4 (t) 能

够通过四阶 Runge-Kutta 方法离散无量纲时间变

量,最终实现对轴向运动黏弹性梁横向非线性振动

的数值仿真. 将 q1 (t), q2 (t), q3 (t) 和 q4 (t) 的数值

解结合相应的模态函数代入 (3)式, 即可实现运动

梁横向振动位移u(x, t)的数值求解.

4 数值仿真

本文的数值仿真计算中, 以钢材料的梁为

例 [14], 即取无量纲的非线性系数 k1 = 277.13, 刚

度 kf = 0.8, 黏性阻尼 α = 0.001, 轴向支撑刚度

η = 0.5,平均速度 γ0 = 3.7,外部激励振幅 b = 0.01.

无量纲扰动速度的周期 T = 2π/ωp. 在四阶 Runge-

Kutta方法的数值计算中,时间步长取为 T/100.

图 1 和图 2 分别给出了计入以及不计入来自

系统外部的简谐激励时,轴向加速梁横向非线性振

动随着无量纲化的扰动速度幅值变化的倍周期分

岔图. 图中,参数激励的频率取为对应于方程 (1)的

无阻尼自治派生系统的第一阶固有频率的二倍,即
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图 1 2阶截断仿真沿无量纲扰动速度的倍周期分岔图 (计入
受迫共振) (a)位移分岔图; (b)速度分岔图

图 2 2阶截断仿真沿无量纲扰动速度的倍周期分岔图 (不计
受迫共振) (a)位移分岔图; (b)速度分岔图

图 3 4阶截断仿真沿无量纲扰动速度的倍周期分岔图 (计入
受迫共振) (a)位移分岔图; (b)速度分岔图

图 4 4阶截断仿真沿无量纲扰动速度的倍周期分岔图 (不计
受迫共振) (a)位移分岔图; (b)速度分岔图
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图 5 两种激励频率在不可通约关系下的轴向运动梁非线性动力学 (a)时间历程, 2阶截断; (b)为 (a)的频谱图, 4阶截断; (c)为 (a)的频谱图,
2阶截断; (d)为 (b)的频谱图, 4阶截断; (e)相图, 2阶截断; (f)相图, 4阶截断; (g)依据参数共振频率的 Poincaré截面, 2阶截断; (h)依据参数
共振频率的 Poincaré截面, 4阶截断; (i)依据受迫共振频率的 Poincaré截面, 2阶截断; (j)依据受迫共振频率的 Poincaré截面, 4阶截断
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ωp = 2ω1 = 3.5054[14]. 另外, 图 1中的外部激励的

频率取为 (1)式的无阻尼自治派生系统第一阶固有

频率,即 ωf = ω1 = 1.7527. 无量纲扰动速度幅值γ1

的变化步长取为 0.015. 仿真的无量纲时间总长度

取为 5000T, 为了消除暂态的影响, 仅保留最后的

200T.对照图 1和图 2可以清楚地发现, 尽管有无

外部激励时,运动梁随着扰动速度的幅值增大都间

歇性出现混沌, 但是具体到某个扰动速度幅值时,

却有着很大的差别,即具体的倍周期分岔点受到受

迫共振的影响很明显.

图 3和图 4分别给出了对应于图 1和图 2算例

的 4阶 Galerkin截断方法的数值仿真. 对比图 3和

图 1以及图 4和图 2,可以清楚地发现,尽管 2阶和

4阶 Galerkin截断仿真都预测出轴向运动黏弹性梁

在双频激励下的倍周期分岔形态,但是对具体运动

状态下形态的预测却有着明显的不同. 因此, 这里

的数值结果表明,不同截断的阶数对轴向运动梁周

期运动或者混沌运动的预测有着显著影响. 另外,

对比图 3和图 4,同样也说明了外激励的受迫共振

对运动梁的横向振动形态有着显著影响.

图 5 展示了参数激励频率和外部激励频率为

不可通约关系时的非线性动力学特性,同时对比了

2阶 Galerkin截断和 4阶 Galerkin截断的仿真预测.

图 5中的无量纲速度 γ1 = 0.1, 无量纲的参数激励

频率和外部激励频率分别取为 ωp = 2和 ωf = 20.5,

其他参数的取值与图 1—4 的取值相同. 仿真的无

量纲时间长度为 20000T.图 5(a)和 (b)分别给出了

2 阶和 4 阶 Galerkin 截断仿真的运动梁中点的时

间响应历程的数值解.图 5(c)和 (d)分别给出了图

5(a)和 (b)的频谱分析.经观察可以发现,图 5(a)和

(b) 中的时间历程均包含有限个频率, 因此, 此时

的加速梁的横向振动并不为混沌运动 [18]. 图 5(e)

和 (f) 分别给出了 2 阶和 4 阶截断仿真的加速运

动梁中点随时间响应的相图. 由图 5(e)和 (f)均可

以看出, 此时梁的横向振动并不是简单的倍周期

运动 [19,20]. 图 5(g) 和 (h) 分别给出了通过 2 阶

Galerkin截断仿真得到的依据参数共振频率和依据

受迫振动频率取得的 Poincaré映射图. 对比图 5(g)

和 (h)可以发现, 尽管两图所展现的 Poincaré映射

的形状完全不同,但是图中的 Poincaré映射都是有

闭合的曲线.图 5(i)和 (j)给出的 4阶截断结果也说

明同样的问题.再结合图 5(a)—(f),说明此时运动梁

的横向非线性振动为准周期运动 [21,22], 这与文献

[23]中的微分求积法直接数值仿真的结论一致.同

时,图 5也说明不同截断阶数的仿真结果在满足不

可通约关系时的双频激励定性预测上具有一致性.

5 结 论

本文通过基于假设模态的 Galerkin截断方法,

研究了计入外部激励时轴向加速运动黏弹性梁横

向参数振动的非线性动力学行为, 并对比了不同

截断阶数对数值仿真结果的影响. 研究发现, 来自

系统外部激励引发的受迫共振, 会引起轴向加速

运动梁横向非线性振动形态的转变. 另外, 不同阶

数的 Galerkin 截断仿真也可能影响特定运动状态

下加速梁横向振动的形态. 通过考察参数激励频

率和外部激励频率在不可通约关系时运动梁的横

向振动形态, 发现当两频率满足不可通约关系时,

加速梁的横向振动为典型的准周期运动, 而且不

同的 Galerkin 截断阶数对准周期的定性预测具有

一致性.
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[21] Chai Y, Lü L, Chen L Q 2012 Chin. Phys. B 21 030506
[22] Zhao D M, Zhang Q C 2010 Chin. Phys. B 19 030518
[23] Ding H, Zu W J 2013 Int. J. Appl. Mech. 5 1350019

Chaotic dynamics in the forced nonlinear vibration of
an axially accelerating viscoelastic beam∗

Ding Hu1)† Yan Qiao-Yun1) Chen Li-Qun1)2)

1) ( Shanghai Key Laboratory of Mechanics in Energy Engineering, Shanghai Institute of Applied Mathematics and Mechanics, Shanghai University,

Shanghai 200072, China )

2) ( Department of Mechanical, Shanghai University, Shanghai 200444, China )

( Received 14 May 2013; revised manuscript received 11 July 2013 )

Abstract
In this paper, the chaotic behaviour in the transverse vibration of an axially moving viscoelastic tensioned beam under the external

harmonic excitation is studied. The parametric excitation comes from harmonic fluctuations of the moving speed. A nonlinear integro-
partial-differential governing equation is established to include the material derivative in the viscoelastic constitution relation and
the finite axial support rigidity. Moreover, the longitudinally varying tension due to the axial acceleration is also considered. The
nonlinear dynamics of axially moving beam is investigated under incommensurable relationships between the forcing frequency and
the parametric frequency. Based on the Galerkin truncation and the Runge-Kutta time discretization, the numerical solutions of the
nonlinear governing equation are obtained. The time history of the center of the axially moving viscoelastic beam is chosen to
represent the motion of the beam. Based on the time history of the axially moving beam, the Poincaré map is constructed by sampling
the displacement and the velocity of the center. The bifurcation diagram of the axially moving beam is used to show the influence of
the external excitation. Furthermore, quasi-periodic motions are identified using different methods including the Poincaré map, the
phase–plane portrait, and the fast Fourier transforms.
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