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非线性发展方程的Wronskian解及 Young图证明*
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给出一般非线性发展方程构造Wronskian解的间接法. 根据 Young图运算的性质给出了文中命题的证明,并讨

论了置换群特征标与 Young图表达式系数间的关系.
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1 引 言

自然科学领域很多问题的数学模型最终可归

结为非线性发展方程 (组) 来描述. 由于这类方程
的解析解对于洞察这些问题的物理本质具有重要

的意义, 因此构造非线性发展方程的精确解一直
是物理学和数学工作者的重点课题. 现在已经提
出了很多方法如反散射方法[1]、Bäcklund 变换方
法[2,3] 和 Darboux变换方法[4]、Hirota双线性法[5]、

Wronskian 解法[6,7]、代数方法[8] 等. Wronskian 解
方法作为一种有效的求解方法之一,广泛应用于双
线性方程,然而并不是所有的方程都能化为双线性
方程,那么如何在方程不能化为双线性方程下或不
能完全化为双线性方程下求方程的 Wronskian 解
是一个值得探索的问题.另一方面即便方程能够化
为双线性形式,寻找双线性方程满足Wronskian解
的微分线性条件仍没有统一的方法. 为此本文提出
求解非线性发展方程Wronskian解的间接法,根据
Wronskian行列式求导运算的特性提出了 Young图
证明,最后对本文的内容进行了有益的讨论.

2 基于双线性方程的一般方法

定义 对于给定的双线性方程

P(D1,D2,D3,D4, · · ·)ττ = 0,

若

τ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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其中

ϕ ( j)
i =

∂ jϕi

∂x j (i = 1,2, · · · ,N; j = 0,1,2, · · · ,N −1),

简记为 τ = ̂|N −1|,则称该方程具有 τ = ̂|N −1|形
式的Wronskian行列式解.

在这里 D算子是著名的 Hirota双线性算子

Dm
x Dn

y f ·g = (∂x −∂x′)
m(∂y −∂y′)

n

× f (x,y) ·g(x′,y′)|x=x′,y=y′ .

从方程角度,要想得到方程的Wronskian解首

先需要将方程化为定义中的双线性 D算子形式,然

后在双线性方程的基础上给出 Wronskian 解存在

的微分线性条件,最后根据微分线性条件给出方程

的Wronskian解. 这种方法的求解主要步骤如下:

步骤 1 对给定的以 u 为变量的非线性发展

方程, 这里以含三个自变量 x, y, t 方程为例, 给定

部分自变量的微分线性条件以使方程在 R lnΛ(τ),
Λ = (x,y, t)下将方程化双线性方程 D算子形式;
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步骤 2 将得到的双线性方程 D 算子形

式与已有的 Kaolomtsev-Petviashvili (KP) 方程族,

Korteweg-de Vries (KdV) 方程族等已有 Wronskian

解的方程作对比,确定剩下的微分线性条件;

步骤 3 根据步骤 2得到的微分线性条件求出

方程的Wronskian解.

下 面 以 广 义 Calogero-Bogoyavlenskii-Schiff

(GCBS) 方 程 与 Boiti-Leon-Manna-Pempinelli

(BLMP)方程为例具体说明.

2.1 GCBS方程 [9]

αuxt +βuxuxy +δuyuxx +uxxxy = 0, (1)

(i) α = 4, β = 4, δ = 2为 Bogoyavlenskii-Schiff

方程 [10,11];

(ii) α = 1, β =−4, δ =−2为 Breaking Soliton

方程 [12−15];

(iii) α = 4, β = 8, δ = 4 为 Calogero-

Bogoyavlenskii-Schiff方程 [16,17].

取部分微分线性条件 ϕiy = ϕix, 在变换 u =

R ln(τ)x,可将 (1)式化为

R(β +δ )(lnτ)xx(lnτ)xxx +(lnτ)xxxxx +α(lnτ)xxt = 0.
(2)

当 R(β +δ ) = 12时 (2)式可进一步化为

∂
∂x

[
(ατxtτ −ατxτt + τxxxxτ −4τxxxτx +3τ2

xx)/τ2]= 0.

(3)

由此得到

ατxtτ −ατxτt + τxxxxτ −4τxxxτx +3τ2
xx = cτ2, (4)

其中 c为积分常数. c = 0时,方程 (4)可用 D算子

表示为

(αDxDt +D4
x)ττ = 0, (5)

由于 (5)式为 KdV方程的 D算子形式,故而原方程

的Wronskian解微分线性条件为如下定理.

定理 1 让函数集合 ϕi(x,y, t), 1 6 i 6 N 满足

以下的微分线性条件:

ϕiy = ϕix, ϕit =− 4
α

ϕixxx, ϕixx =
k2

i
4

ϕi, (6)

方程 (1)具有 τ = ̂|N −1|形式的Wronskian解.

2.2 Boiti-Leon-Manna-Pempinelli方程 [7,8]

uyt +uxxxy −3uxxuy −3uxuxy = 0. (7)

在变量变换 x =−x1, t =−1
2

t1 下 (这里仍用 x, t 表

示 x1, t1)变为

uxxxy +3uxxuy +3uxuxy +2uyt = 0. (8)

方程 (8)在变换 u = 2(lnτ)x 下化为

(D3
xDy +2DyDt)ττ = 0. (9)

定理 2 让函数集合 ϕi(x,y, t), 1 6 i 6 N 满足

以下的微分线性条件:

ϕiy = ϕixx, ϕit = ϕixxx, ϕixxxx = cϕi, (10)

方程 (9)具有 τ = ̂|N −1|形式的Wronskian解.
在微分线性条件 (6)和 (10)式的基础上就可求

得 GCBS方程与 BLMP方程的Wronskian解.

3 Young图证明

Young 图作为群表示论的重要工具在群表示
论中占有重要地位,下面借助于 Young图证明上面
有关命题. 根据 Wronskian 行列式求导的特性, 将
Wronskian行列式转化为Maya图如下:

· · · • • • ◦ ◦ ◦ · · · ,

根据 Maya 图与 Young 图之间的转化关系从而该
Maya图对应的为 /0,这样可以设 τ = ̂|N −1|= /0. 由
于对Wronskian行列式求导运算相当于Maya图中
黑点的 “跳格”,其 Maya图跳 1格, 2格, 3格, 4格
· · · , n格,得到的 Young图表达式为

( /0)1 = ,
( /0)2 =− + ,

( /0)3 = − + ,
( /0)4 =− + − + ,

...

( /0)n = (−1)n−1 ·n

{
...

+(−1)n−2 ·n−1

{
...

+ · · ·

+(−1)k · k+1

{ · · ·
...

+ · · ·+(−1)0 · · ·︸ ︷︷ ︸
n

.

由上面 Young图表达式是从无到有,即从最原始的
Wronskian 行列式对应的 /0 得到的, 故而可知对 x

求导相当于增加 , 对 y 求导相当于增加 − , ,
对 t 求导相当于增加 , − , ,对 x4 求导相当
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于增加 − , , − , , · · · , 对 xn 求导相当

于增加

(−1)n−1 ·n
{

... ,(−1)n−2 ·n−1
{

...
, · · · ,(−1)k ·

k+1

{ · · ·
...

, · · · ,(−1)0 · · ·︸ ︷︷ ︸
n

.

基于上述 Young 图运算性质进行下面命题的
证明.
引理 1 四阶 Plücker 关系 (0,1)× (2,3)−

(0,2)× (1,3)+(0,3)× (1,2) = 0,

/0× − × + × = 0.

引理 2 五阶 Plücker 关系 (0,1)× (2,4)−
(0,2)× (1,4)+(0,4)× (1,2) = 0,

/0× − × + × = 0.

引理 3 五阶 Plücker关系 Young图表达式的
共轭

/0× − × + × = 0

成立.
这里 Young图共轭是指:

引理 3证明 引理 1左右两边对 x求导得,

( /0× − × + × ) = 0,
( /0) × + /0× ( ) − ( ) × − × ( ) +

( ) × + × ( ) = 0,
/0× − × + × + /0× − × + × =

0,

由引理 2,则引理 3成立.

定理 1的证明 由于微分线性条件 ϕixx =
k2

i
4

ϕi,

则 Maya中黑点跳 2格保持不动,则跳两次 2格所
对 Young图为 /0,从而得到

( /0)2,2 = − +2 − + = ( /0)2 = − = /0,
故 /0× ( − +2 − + ) = ( − )2.

在 Young图运算性质及微分线性条件 (6)式的基础
上,得到如下 τ 的 Young图表达式:

τ = /0τx = τxx = + τxxx = +2 + τxxxx =

+3 +2 +3 + ,

ατt =−4( − + )ατxt =−4( − + )

(αD3
xDt +D4

x)ττ
= 2[ατxtτ −ατxτt + τxxxxτ −4τxxxτx +3τ2

xx]

= 2[ /0× (−3 +3 +6 +3 −3 )−12 ×
+3 ( + )2]

= 2[12/0× −12 × +12 × ] = 0.

定理 2的证明 由于微分线性条件 ϕixxxx = cϕi,
则 Maya 中黑点跳 4 格保持不动, 则跳 4 格所对
Young图为 /0,从而得到

/04 = + − − = /0,

/01,4 = + − − = ( /04)1 = ( /0)1 = .

在 Young图运算性质及微分线性条件 (10)式的基
础上,得到如下 τ 的 Young图表达式:

τ = /0τx = τxx = + τxxx = +2 + ,
τy = − τxy = − ,

τt = − + τyt =

+ + − − − ,

τxxy = + − − τxxxy =

+ +2 −2 − − .

进而由引理 2,引理 3得

(D3
xDy +2DyDt)ττ

= 2[(τxxxy +2τyt)τ −3(τxxy)τx

−τxxxτy −2τyτt +3τxxτxy]

= 12( /0× − × + × )−12( /0× − ×
+ × )

+6/0× ( + − − )−6 × ( + −
− ) = 0.

4 间接法

从上面求解方程Wronskian解的一般方法可以
看出,这样的求法技巧性很强,不具有一般性,而且
并不是所有的非线性发展方程都能化为双线性方

程,即便能够化为双线性方程对于寻求双线性方程
满足 Wronskian 解的微分线性条件仍没有统一的
方法. 为此我们从解的角度,假定原方程的解是由
某一具有 Wronskian 形式的解的偏微分方程的解
构成的,这样就避免了方程化为双线性形式与寻求
微分线性条件的麻烦.因此受函数展开法与辅助函
数法的启发,本文引进一种更加有效的求解方法.
间接法求解的主要步骤如下:
步骤1 对给定的以 u为变量的非线性发展方

程,这里以含三个自变量 x, y, t 方程为例,

P(u,ut ,ux,uy,utt ,uxt ,uyt ,uxx,uxy,uyy, · · ·) = 0. (11)

寻求如下形式的解

u(x,y, t) =
m

∑
i=0

ai(x,y, t)vi(ξ (x,y, t),η(x,y, t)), (12)
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其中 v满足偏微分方程

P(v,vη ,vξ ,vηη ,vξ η ,vξ ξ , · · ·) = 0, (13)

且要求方程 (13)具有Wronskian形式的解;
步骤 2 通过平衡 (11)式的最高阶导数项与非

线性项确定 (12)式中的 m,具体写出形式解;
步骤 3 将 (12)式代入 (11)式收集所得关于

v(ξ ,η) 及其各阶导数的系数, 根据方程的恒等性,
这些系数为 0得到关于 ai(x,y, t), ξ (x,y, t), η(x,y, t)

超定微分方程组;
步骤 4 基于符号计算软件 Maple12, 应用微

分消元法计算步骤 3 得到的超定微分方程组求得
ai(x,y, t), ξ (x,y, t), η(x,y, t);
步骤 5 利用方程 (13) 已知的 Wronskian 解

及步骤 4得到的 ai(x,y, t), ξ (x,y, t), η(x,y, t)按 (12)
式形式写出就得到了方程 (11)的广义的Wronskian
解.
注: 在这里通过间接法得到由 Wronskian形

式解构成的广义的Wronskian形式解.
仍以上面基于双线性一般方法中的两个方程

为例, 应用间接法求方程广义上的 Wronskian 解.
假设方程 (1)具有形式解

u(x,y, t) = a0 +a1v(ξ ,η), (14)

其中 ξ = ξ (x,y, t), η = η(x,y, t), a0 = a0(x,y, t), a1 =

a1(x,y, t),要求 v(ξ ,η)满足 KdV方程,即

vη +3v2
ξ + vξ ξ ξ = 0. (15)

将 (14), (15)式代入方程 (1), 令 v及 v的各项导数

的系数为 0,得到如下的超定微分方程组. 令 vξ = 0
则为 v的多项式,令 v的多项式各项的系数为 0,得

αa0xt +βa0xa0xy +δa0ya0xx +a0xxxy = 0,

αa1xt +βa0xa1xy +βa0xya1x +δa0ya1xx +δa0xxa1y

+a1xxxy = 0,

βa1xa1xy +δa1ya1xx = 0;

依次令 v的各项导数的系数为 0,得

αa1xξt +αa1tξx +αa1ξxt +3a1xyξxx +βa0xa1xξy

+βa0xa1yξx +βa0xa1ξxy +βa0xya1ξx +3a1xxyξx

+a1yξxxx +3a1xξxxy +a1xxxξy +2δa0ya1xξx

+δa0ya1ξxx +δa0xxa1ξy +a1ξxxxy +3a1xxξxy = 0,

βa2
1xξy +βa1xa1yξx +βa1a1xξxy +βa1a1xyξx

+2δa1xa1yξx +δa1a1yξxx +δa1a1xxξy = 0,

βa1xξxξy +βa1yξ 2
x +βa1ξxξxy +2δa1xξxξy

+δa1ξxxξy = 0.

由以上六式,为使计算简便可取 a1 = 1, a0 = a, ξ =

cx+ f (y), ηx = ηy = 0, a为任意常数,最终得到下式(
−6cαηt +βc2 fy +δc2 fy

)
vξ vξ ξ

+
(
c3 fy − cαηt

)
vξ ξ ξ ξ = 0.

令 v及 v的各项导数的系数为 0,得

−6cαηt +βc2 fy +δc2 fy = 0,

c3 fy − cαηt = 0,

由这两个式子可以得到 f (y) = kα
( 6

β +δ

)2
y+ l,

η = kt + s, c =
β +δ

6
, k, s, l 为任意常数. 这样原方

程的解为

u(x,y, t) = a+ v(ξ ,η),

ξ =
β +δ

6
x+ f (y),

η = kt + s,

v(ξ ,η)为 KdV方程的解,对于原方程的Wronskian
解只需将 KdV方程的Wronskian解代入形式解中
即可得到,即

u(x,y, t) = a+2ln(W (ϕ1,ϕ2, · · · ,ϕN))ξ ,

ϕi(ξ ,η) = e
ξi
2 +(−1)i+1 e−

ξi
2 ,

ξi = kiξ − k3
i η +ξ (0)

i ,

ξ =
β +δ

6
x+ kα

( 6
β +δ

)2
y+ l,

η = kt + s.

假设方程 (7)具有形式解

u(x,y, t) = a0 +a1v(ξ ,η), (16)

其中 ξ = ξ (x,y, t), η = η(x,y, t), a0 = a0(x,y, t), a1 =

a1(x,y, t),要求 v(ξ ,η)满足 KdV方程,即

vη +λv2
ξ +µvξ + vξ ξ ξ = 0. (17)

在变换 ω = vξ +
µ

2λ
下化为

ωη +2λωωξ +ωξ ξ ξ = 0.

将 (16), (17)式代入方程 (7), 令 v及 v的各项导数
的系数为 0,得到如下的超定微分方程组.令 vξ = 0,
则 v的多项式各项的系数为 0,得

a0yt −3a0xa0xy −3a0ya0xx +a0xxxy = 0,
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a1yt −3a0xa1xy −3a0xya1x −3a0ya1xx

−3a0xxa1y +a1xxxy = 0,

a1xa1xy +a1ya1xx = 0;

接着令 v各阶导数为 0,得

a1yξt +a1tξy +a1ξyt −µa1yηt +3a1xyξxx −3a0xa1xξy

−3a0xa1yξx −3a0xa1ξxy −3a0xya1ξx +3a1xxyξx

+a1yξxxx +3a1xξxxy +a1xxxξy −6a0ya1xξx

−3a0ya1ξxx −3a0xxa1ξy +a1ξxxxy +3a1xxξxy = 0,

a2
1xξy +a1xa1yξx +a1a1xξxy +a1a1xyξx +2a1xa1yξx

+a1a1yξxx +a1a1xxξy = 0,

a1a1yξ 2
x +a1a1xξxξy = 0,

ξ 3
x ξy −ξyξt = 0,

a1yξ 3
x +a1yηt +3a1xξ 2

x ξy +3a1ξ 2
x ξxy

+3a1ξxξyξxx = 0,

3a2
1ξ 2

x ξy +2λa1ξyηt +3a2
1ξ 2

x ξy = 0,

3a1a1xξxξy +3a1a1yξ 2
x +3a2

1ξxξxy +λa1yηt

+3a2
1ξyξxx +6a1a1xξxξy = 0,

3a1xxxξxξy +3a1yξxξxx +3a1xyξ 2
x +3a1ξxyξxx

+3a1xξyξxx +3a1ξxξxxy +6a1xξxξxy +a1ξyξt

+a1ξyξxxx −3a1a0xξxξy −3a1a0yξ 2
x +µa1ξyηt = 0,

a1xξxξy +a1yξ 2
x +a1ξxξxy +2a1xξxξy +a1ξxxξy = 0.

取 a1 = ξx = ηt = 1, ξt = 0约化为下式

a0xxξy +a0xy = 0,

a0yt −3a0xa0xy −3a0ya0xx +a0xxxy = 0,

a0xξy +a0y +ξy = 0,

及 λ = −3,µ = 3 可以得到 a0 = f (y),a1 = 1,ξ =

x− f (y),η = t. 这样原方程的解为

u(x,y, t) = f (y)+ v(ξ ,η),

ξ = x− f (y),

η = t,

其中 v(ξ ,η)为KdV方程的解,对于原方程的Wron-
skian解只需将 KdV方程的Wronskian解代入形式
解中即可得到,即

u(x,y, t) = f (y)−2ln(W (ϕ1,ϕ2, . . . ,ϕN))ξ +
1
2

ξ ,

ϕi(ξ ,η) = e
ξi
2 +(−1)i+1 e−

ξi
2 ,

ξi = kiξ − k3
i η +ξ (0)

i ,

ξ = x− f (y),

η = t.

下面给出 Boiti-Leon-Manna-Pempinelli方程的

一阶Wronskian行列式解:

u(x,y, t)

=
1
2

f (y)− k1 tanh
(

k1x− k1 f (y)− k3
1t +ξ (0)

1
2

)
+

1
2

x,

k1, ξ (0)
1 取定时, 其 t = 0时的图像由 f (y)决定, 这

里取 k1 = 2, ξ (0)
1 = 0,则 x轴方向的图形形状是固

定的. 取 f (y) = 0时 x轴方向的图像如图 1所示.

↩ ↩   
↩

↩







x

u
↼x
↽

图 1 f (y) = 0时 x轴方向图像

因此称这种为 N 形波.由于 y轴方向的图形形

状由函数 f (y)决定,这样 y轴方向的图形形状是可

控的. 这里给出 f (y)为几种常见函数时 t = 0解的

图像.

1) f (y) = sin(y) 函数图像如图 2(a), 取 f (y) =

sin(y)时解为

u(x,y, t)

=
1
2

sin(y)− k1 tanh
(

k1x− k1 sin(y)− k3
1t +ξ (0)

1
2

)
+

1
2

x,

图像如图 2(b).

2) f (y) =
1
4

y2函数图像如图 3(a),取 f (y) =
1
4

y2

时解为

u(x,y, t) =
1
8

y2 − k1 tanh
(

k1x− 1
4 k1y2 − k3

1t +ξ (0)
1

2

)
+

1
2

x,

图像如图 3(b).
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图 2 (a) f (y) = sin(y)函数图像; (b) k1 = 2, ξ (0)
1 = 0, t = 0解图像; (c) x = 0时沿 y轴方向解图像
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(a) (b) (c)

图 3 (a) f (y) =
1
4

y2 函数图像; (b) k1 = 2, ξ (0)
1 = 0, t = 0解图像; (c) x = 0时沿 y轴方向解图像
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图 4 (a) f (y) = ysin(y)函数图像; (b) k1 = 2, ξ (0)
1 = 0, t = 0解图像; (c) x = 0时沿 y轴方向解图像

3) f (y) = ysin(y)函数图像如图 4(a),取 f (y) =

ysin(y)时解为

u(x,y, t)

=
1
2

ysin(y)− k1 tanh
(

k1x− k1ysin(y)− k3
1t +ξ (0)

1
2

)
+

1
2

x,

图像如图 4(b).

4) f (y) = y2 sin(y)函数图像如图 5(a),取 f (y) =

y2 sin(y)时解为

u(x,y, t)

=
1
2

y2 sin(y)− k1 tanh
(

k1x− k1y2 sin(y)− k3
1t +ξ (0)

1
2

)

+
1
2

x,

图像如图 5(b).

5) f (y) = sin(y2)函数图像如图 6(a),取 f (y) =

sin(y2)时解为

u(x,y, t)

=
1
2

sin(y2)− k1 tanh
(

k1x− k1 sin(y2)− k3
1t +ξ (0)

1
2

)
+

1
2

x,

图像如图 6(b).

6) f (y) =
sin(y)

y
函数图像如图 7(a), 取 f (y) =
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sin(y)
y
时解为

u(x,y, t)

=
1
2

sin(y)
y

− k1 tanh
(k1x− k1

sin(y)
y − k3

1t +ξ (0)
1

2

)
+

1
2

x,

图像如图 7(b).
7) f (y) =− ln(y2)函数图像如图 8(a),取 f (y) =

− ln(y2)时解为

u(x,y, t)

= − 1
2

ln(y2)− k1 tanh
(

k1x+ k1 ln(y2)− k3
1t +ξ (0)

1
2

)

+
1
2

x,

图像如图 8(b).

8) f (y) =− ln(|y|)函数图像如图 9(a),取 f (y) =

− ln(|y|)时解为

u(x,y, t)

= − 1
2

ln(|y|)− k1 tanh
(

k1x+ k1 ln(|y|)− k3
1t +ξ (0)

1
2

)
+

1
2

x,

图像如图 9(b).
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图 5 (a) f (y) = y2 sin(y)函数图像; (b) k1 = 2, ξ (0)
1 = 0, t = 0解图像; (c) x = 0时沿 y轴方向解图像
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图 6 (a) f (y) = sin(y2)函数图像; (b) k1 = 2, ξ (0)
1 = 0, t = 0解图像; (c) x = 0时沿 y轴方向解图像
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图 7 (a) f (y) =
sin(y)

y
函数图像; (b) k1 = 2, ξ (0)

1 = 0, t = 0解图像; (c) x = 0时沿 y轴方向解图像
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图 8 (a) f (y) =− ln(y2)函数图像; (b) k1 = 2, ξ (0)
1 = 0, t = 0解图像; (c) x = 0时沿 y轴方向解图像
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图 9 (a) f (y) =− ln(|y|)函数图像; (b) k1 = 2, ξ (0)
1 = 0, t = 0解图像; (c) x = 0时沿 y轴方向解图像
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图 10 (a) f (y) =
1

1+ |y|
函数图像; (b) k1 = 2, ξ (0)

1 = 0, t = 0解图像; (c) x = 0时沿 y轴方向解图像

9) f (y) = 1/(1+ |y|) 函数图像如图 10(a), 取
f (y) = 1/(1+ |y|)时解为

u(x,y, t) =
1
2

1
1+ |y|

− k1 tanh
(k1x− k1

1
1+|y| − k3

1t +ξ (0)
1

2

)
+

1
2

x,

图像如图 10(b).
由于 y轴方向图像由 f (y)控制,而 f (y)为 y的

任意函数,这样可以有目的地构造更加丰富的精确
解,这对于分析该方程的物理性质有重要意义.

5 讨 论

1)将 τ 的各阶 Young图表达式与群表示论中
置换群特征标进行对比:

τ = /0,

一阶情况, 1 有一个分划 [1], [1] → τx, 于是一阶的
有关 τ 的 Young图表达式为

τx = ;

二阶情况, 2 有两个分划 [1,1] < [2], [1,1] →
τxx, [2] → τy, 于是二阶的有关 τ 的 Young 图表达
式为

τxx = + ,
τy = − .

二阶置换群特征标如表 1所示.
三阶情况, 3 有三个分划 [1,1,1] < [1,2] <

[3], [1,1,1] → τxxx, [1,2] → τxy, [3] → τz, 于是三阶
的有关 τ 的 Young图表达式为

τxxx = +2 + ,

τxy = − ,
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τz = − + .

三阶置换群特征标如表 2所示.

表 1 二阶置换群特征标表 (S2)

阶数
特征标

(12) = τxx 1 1

(21) = τy 1 −1

表 2 三阶置换群特征标表 (S3)

阶数
特征标

(13) = τxxx 1 2 1

(11,21) = τxy 1 0 −1

(31) = τz 1 −1 1

四阶情况, 4 有五个分划 [1,1,1,1] < [1,1,2] <
[1,3] < [2,2] < [4], [1,1,1,1] → τxxxx, [1,1,2] →
τxxy, [1,3] → τxz, [2,2] → τyy, [4] → τt , 于是四阶的
有关 τ 的 Young图表达式为

τxxxx = +3 +2 +3 + ,

τxxy = + − − ,

τxz = − + ,

τt = − + − ,

τyy = − +2 − + .

四阶置换群特征标如表 3所示.
这里可以清楚地看到 τ 各阶 Young 图表达式

各项系数与所对应的相应的置换群的特征标一致,
这样既可以通过求 τ 各阶导数求相应的特征标,也
可以通过特征标得到 τ 各阶导数的 Young图表示.
通过特征标作为系数矩阵可以得到各种 Young图
符号的关于 τ 各阶导数的函数表达式.

2) 根据 Wronskian 行列式求导运算的特殊性,

取

G = {· · ·∂−3
x ,∂−2

x ,∂−1
x ,1,∂x,∂ 2

x ,∂ 3
x · · ·},

∂ k
x ϕi = ϕi,kx,

∂−k
x ϕi =

∫
· · ·

∫
︸ ︷︷ ︸

k

ϕi dx, k > 0,

在 G上定义运算 ∂ k
x ·∂

j
x = ∂ k+ j

x ,则 G构成一个循环

群记为 (G, ·). 群 G取不同的阶数,具有Wronskian

解的双线性方程族将导出不同的具有Wronskian解

的双线性方程族.如KdV为 |G|= 2时,即 ∂ 2
x ϕi = ϕi,

KP方程导出的. BLMP为 |G| = 4时,即 ∂ 4
x ϕi = ϕi,

KP族第二个方程导出的.

表 3 四阶置换群特征标表 (S4)

阶数
特征标

(14) = τxxxx 1 3 2 3 1

(12,21) = τxxy 1 1 0 −1 −1

(11,31) = τxz 1 0 −1 0 1

(41) = τt 1 −1 0 1 −1

(21,21) = τyy 1 −1 2 −1 1

3)间接法并未将方程化为双线性 D算子形式,

这样可以克服方程化为双线性形式的困难. 该方

法不仅可以间接地得到普通的非线性发展方程的

Wronskian解, 而且可以把目标方程所有形式的解

移植到原方程. 这样不仅可以扩大方程解的范围,

而且可以通过构造所需解的目标方程进而使原方

程的解表为所需解的展开式,从而使非线性发展方

程的求解具有目的性,这对于更好地了解这类方程

所描述的自然科学领域中相关问题的物理本质具

有重要意义.
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Abstract
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