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二次耦合光力学系统的一类高维可控自持振荡行为*
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光力学系统通常的耦合是光压耦合,是光场强度和纳米振子位移的一次耦合,但在光场很强和振子振幅较大的

光力学系统中,非线性的耦合效应会变得非常明显和重要,而且其所产生的非线性效应对制造具有特殊功能的光力

学器件具有重要意义.本文在二次耦合模型的基础上研究了光腔和振子之间通过二次耦合作用达到能量平衡状态

时系统所产生的自持振荡现象,给出了二次耦合光力学系统的一般模型,并通过数值方法研究了系统的定态行为和

远离定态的极限环动力学行为,标定了系统定态响应的稳定区域到极限环行为的分岔点. 发现在调节输入场参数

(改变耦合系数)以及光腔和振子的弛豫系数时,系统的相空间会出现一些稳定的高维自持振荡极限环.通过数值分

析发现该四维极限环在三维相空间的投影都趋于稳定的三维周期轨道,并且该极限环轨道会随外部调控参数的改

变发生扭动,出现类似二维李萨如图样的稳定纽结结构. 该现象表明: 通过光场与振子的能量耦合,利用一定强度的

外部驱动可以有效控制振子的定态响应和振动,可以让微振子锁定在具有一定振幅和频率的自发振动上,为开发物

理器件提供了可靠的光力学控制系统.
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1 引 言

在最近的几十年里,随着光控纳米系统的发展,
使得光力学体系在低能耗信息处理 [1]、微弱力检

测 [2] 和量子计算 [3] 方面都显示出广阔的应用前

景,国内已有很多学者研究了光力学系统中的量子
纠缠问题 [4−6]. 光力系统的功能是基于光子和声子
之间的相互作用,在声光耦合过程中光子和声子相
互激发,能量在光场和纳米机械振荡器之间通过声
光耦合进行交换,从而达到用声子控制光子或用光
子控制声子的目的. 光力系统可以借助声子 (振动)
控制光子从而制造出高灵敏的弱力探测器或光声

子控制开关,也可以在纳米量级的机械振荡器上用
光子去除声子来冷却机械振子 [7,8], 或利用光子产
生声子来激发特殊振动从而制造出光控的纳米马

达 [9]. 所以光力学系统的研究特别是声光耦合的研
究在光力学的应用中具有重要的现实意义,而光力
学系统耦合的机制和强度直接决定了光力学器件

的工作效率.
利用光子对微观物体进行微机械操控首先在

原子和分子上获得成功. 激光冷却技术和光镊技
术可以实现对原子或大分子的有效控制, 此时系
统中原子和激光场之间的耦合可以通过调节激光

场的频率和强度来改变. 而在典型的光力学系统
中, 与光场相互耦合的体系是大量原子构成的微
振子,光场和机械振子振动之间主要通过光压产生
耦合 [10,11],传统的光力学系统就是利用光压来操控
振子的振动,声光耦合的大小则决定于光场的强度
和振子的线性位移 (Hin = GIx, G为耦合系数, I 为
光场强度, x 为振子离开平衡位置的位移量), 称为
线性耦合. 如今, 光力学系统的耦合研究向两个方
向发展:一是利用强场产生更强烈的线性耦合 [12],
二是利用大的位移或特殊光腔结构产生非线性耦

合 [13]. 随着光强的增加,在纳米量级上由强耦合引
起的非线性效应变得不可忽略.例如在高精细的光
腔中, 放置具有一定透射率的中间膜 (该系统被称
为中间膜光力学系统 [13,14]),在外部强激光驱动的
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光腔中, 随着振子和腔模能量的增加, 振子和腔光

子会发生比较复杂的非线性耦合作用进行能量交

换,从而形成许多有趣的现象 [13,15,16]. 通过调节外

部激光场的强度和频率以及微振子和光腔各自的

衰减系数,可以对系统的非线性耦合进行有效控制,

从而形成具有特殊性质的非线性振动.目前该方面

的研究内容国内的报道还比较少.

本文利用非线性耦合来研究光力学系统特殊

的自持振动现象.自持振动是一类非线性系统自发

产生的周期运动,它不同于外部驱动响应的受迫振

动以及参数共振现象,它是由系统自身非线性特性

决定的一种稳定的周期运动,其最重要的特点是具

有与外部驱动信号不同的周期 [17]. 如果系统发生

自持振荡, 从数学的角度讲就是系统在相空间可

以形成稳定的极限环.自持振荡在物理、音乐、生

物、医学等方面都有着广泛的表现,比如心率、神

经元、海波、各种管弦乐器等系统都存在稳定的

自持振荡. 研究表明, 在光力系统中也能形成稳定

的自持振荡 [18], 但关于光力学系统的二次耦合自

发振动方面的研究目前并不是很深入. 本文旨在通

过调节外部驱动来控制光腔和振子的非线性动力

学行为,使振子出现稳定的自发振动模式或光腔输

出频率稳定的自发脉冲,为制造信号控制和弱力探

测方面可靠的纳米器件提供理论依据.

2 具有二次光力耦合的系统和模型

2.1 驻波场中的单个原子

本文首先引入两类系统,一类是从原子层次向

上实现二次耦合的系统 (称为 bottom-up系统)[19,20],

另一类则是从大尺度层次向下实现二次耦合的系

统 (称为 top-down系统),这两类系统是实现二次声

光耦合的典型系统.第一类系统的典型代表是驻波

腔场中的冷原子体系.如果冷原子被失谐的驻波囚

禁于光场中,在相互作用绘景下 Hamilton量为 [18]

H =h̄δa†a+ h̄νb†b+ h̄(ε∗c a+ εca
†)

+ h̄Ga†a(b+b†)2, (1)

其中 δ = ωc −ω 表示驱动场与光腔驻波场之间的
失谐, ω 是外部驱动场的频率, ωc 是腔驻波场的频

率; a†, a和 b†, b分别表示光腔和原子振动的升降

算符; εc 代表外部相干驱动场振幅, ν 是被囚禁原

子的振动频率.此时系统的二次耦合系数 G为

G =
η2g2

∆
, (2)

其中 g是原子偶极跃迁时单光子的拉比频率, ∆ 是
原子跃迁频率和腔模之间的失谐量, η 是 Lamb-
Dicke参数.

2.2 光学腔中的宏观薄膜系统

另一类具有强二次耦合的宏观光力系统是光

腔中的光学薄膜 [21],这个系统的 Hamilton量为 [14]

H =h̄ωca
†a+ h̄νb†b+ h̄(ε∗c aeiωt + εca

†e−iωt)

+ h̄Ga†a(b+b†)2, (3)

其中 a†, a和 b†, b分别是腔模和薄膜振动的升降
算符, εc 表示光腔频率为ω的外部相干驱动场振幅,
ν是薄膜的振动频率,而 ωc = ω(0)为薄膜处在平衡
位置 x = 0时的腔场频率,此时光声子的二次耦合
系数为

G =
h̄

4mν

[
∂ωc(x)

∂ 2x

]
x=0

. (4)

在相互作用绘景下 Hamilton量为

H =h̄δa†a+ h̄νb†b+ h̄(ε∗c a+ εca
†)

+ h̄Ga†a(b+b†)2, (5)

其中 δ = ωc −ω 为腔场的驱动失谐量. 显然 (5)式
所代表的 Hamilton 量和 (1) 式具有完全相同的形
式.

2.3 二次共振耦合模型

根据以上两类系统相同的哈密顿形式,下面给
出统一的二次耦合哈密顿模型,用来考察一般二次
耦合光力学系统的动力学行为.哈密顿 (1)或 (5)式
的第三项对应光场的一个平移,可以通过恰当的抽
运场消去. 利用位移算符

D† (ᾱ)aD (ᾱ) = a+ ᾱ, (6)

可以将哈密顿量重写为

H ′ =D†(ᾱ)HD(ᾱ)

=h̄δa†a+ h̄νb†b

+ h̄G(a† + ᾱ∗)(a+ ᾱ)(b+b†)2, (7)

其中 ᾱ =−εc/δ ,并忽略了常数项.转化到相互作用
绘景下,通过旋波近似可以得到以下两类不同失谐
条件的有效哈密顿量:
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1)红失谐驱动,当驱动场和光腔之间的失谐量
δ = 2ν 时,系统的有效哈密顿量为

Hr =h̄Ga†a+2h̄G |ᾱ|2 b†b

+ h̄G(ᾱa†b2 + ᾱ∗ab†2)+2h̄Ga†ab†b; (8)

2)蓝失谐驱动,当驱动场和光腔之间的失谐量
δ =−2ν 时,系统的有效哈密顿量为

Hb =h̄Ga†a+2h̄G |ᾱ|2 b†b

+ h̄G(ᾱa†b†2 + ᾱ∗ab2)+2h̄Ga†ab†b. (9)

由于红失谐驱动具有可靠的光压冷却效果 [22],
它会有效抑制振子在操控中的热噪声,所以本文在
红失谐 (8)式的条件下来讨论具有二次耦合的光力
系统所特有的动力学行为.

3 二次耦合光力学系统的半经典动力
学行为

3.1 系统的半经典动力学方程

对于光力学系统的一个重要问题是: 当光场
通过二次共振耦合与光腔中的机械振荡器之间

进行能量交换时会出现怎样的宏观定态响应和

不稳定的动态行为. 如果我们取 H0 = h̄Ga†a+

2h̄G |ᾱ|2 b†b, 经过幺正变换 U = exp(−iH0t) 可以

得到如下的相互作用绘景下的哈密顿量:

H I
r =h̄G

[
ᾱa†b2eiG(1−|2ᾱ|2)t + ᾱ∗ab†2e−iG(1−|2ᾱ|2)t

]
+2h̄Ga†ab†b. (10)

在共振条件 1−|2ᾱ|2 = 0和 ᾱ =−εc/δ 下,将外部
驱动场的振幅强度和振荡器的频率调制在同一数

量级上有 |εc| ∼ ν ,在这种光场驱动背景下

H I
r = h̄G(ᾱa†b2 + ᾱ∗ab†2)+2h̄Ga†ab†b. (11)

由 (11)式可知腔模和振子能量的交换是通过
二次过程进行的, 即消灭一个光子产生两个声子
(相应的共轭项为其逆过程), 最后一项则是声光的
强度耦合 (Cross-Kerr耦合 [23])项.由 (11)式所描写
的体系是个封闭系统,系统总能量是守恒的. 但在
实际开放的系统中光场和振荡器的能量都会通过

腔镜和热浴背景不断耗散,所以红失谐光驱动下的
体系最终会趋于能量最低的平衡态. 因此必须对振
子提供一个外力驱动 [18]. 现引入一个作用在振荡
器上的驱动力为振子系统提供外部能量 (如利用压

电陶瓷),则体系的量子 Langevin方程为

da
dt

=−iGᾱb2 −2iGab†b− κ
2
a,

db
dt

=−2iGᾱab† −2iGa†ab− iξ − γ
2
b, (12)

(12)式中的 ξ 表示作用在振荡器上的驱动力幅度,

κ 和 γ 分别表示光腔中的光子和声子的衰减率.在

实际控制中, 激光场将很强, 机械振子的运动接近

经典运动,因此激光场和机械振荡器的行为可以采

用相干态 |α⟩和 |β ⟩来描述. 当系统力学量的平均

值远大于系统任何量子涨落时, 在相干态假设下,

光场和机械振荡器将满足以下的半经典平均场耦

合方程:

dα
dt

=−iGᾱβ 2 −2iGα |β |2 − κ
2

α,

dβ
dt

=−2iGᾱαβ ∗−2iGβ |α|2 − iξ − γ
2

β , (13)

这里 α = ⟨α|a |α⟩, β = ⟨β |b |β ⟩分别表示光场和机
械振荡器的平均复振幅. 引入有效二次耦合系数

Gᾱ = χ [18],并对方程 (13)重新标度,可以得到如下

的非线性动力学方程:

d
dτ

α̃ =−iχβ̃ 2 −2iχα̃
∣∣∣β̃ ∣∣∣2 − κ̃

2
α̃,

d
dτ

β̃ =−2iχα̃β̃ ∗−2iχβ̃ |α̃|2 − iξ̃ − γ̃
2

β̃ , (14)

式中经过标度后的无量纲量定义为 τ = ᾱt, α̃ =

α/ᾱ , β̃ = β/ᾱ , κ̃ = κ/ᾱ , γ̃ = γ/ᾱ , ξ̄ = ξ/ᾱ . 下面

我们将在 (14)式的基础上考察这样的非线性系统

具有怎样的动力学行为.

3.2 系统的静态响应及其稳定性

系统的定态行为是体系工作性质的重要方面,

我们直接利用 (14)式计算系统的定态解. 令 (14)式

两个方程的右端为零,可以得到机械振子定态解的

隐式条件 (为了简单去掉了字母上的波浪线):

2χ2 |β |2
(κ

2
−2iχ |β |2

)
+2iχ3 |β |4 β

+
γ
2

[(κ
2

)2
+4χ2 |β |4

]
β

+ iξ
[(κ

2

)2
+4χ2 |β |4

]
= 0, (15)

(15) 式决定了机械振子的状态β随系统参数变
化所满足的关系. 如果振子的定态能量记为
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A ≡ |β |2 > 0,可以将 (15)式化简为

4A5 +A
(

κA+2γA2 +
γκ2

8

)2

=ξ 2
(

κ2

4
+4A2

)2

, (16)

其中衰变系数 κ , γ 和驱动力ξ都由χ重新标度.此时

腔场的强度与振子的能量之间存在一个非常简单

的关系:

Ic = |α|2 = A2

κ2

4
+4A2

, (17)

上式表明腔场的定态强度不直接依赖于振子的驱

动强度 ξ 和弛豫系数 γ ,只决定于振子振幅的平方

A(能量) 和腔场的弛豫系数 κ , 而且场强存在一个

最大的饱和值 1/4. 但振子的能量 A却随耗散参数

κ , γ 和驱动力 ξ 而改变,其变化的趋势则比较复杂,

如图 1所示. 图 1(a)给出振子的定态能量随着外部

驱动力的增大呈非线性增长,其增长的形式受到光

场能量耗散系数 κ 的强烈影响,表现出光场耗散对

振子定态过程明显的非线性调制作用.

图 1(b)表明振子定态能量并非随光腔衰减系

数的增加而持续减小, 而是先减小而后又增大, 即

存在一个最低的能量点,此时的光场耗散系数为系

统提供最优的光场冷却控制点. 振子的最低能量点

会随系统其他的参数发生移动,这就为利用外部耗

散参数来改变振子的定态能量供应提供了一种有

效的控制方法.

为了分析和计算方便, 可令 α = α1 + iα2,

β = x+ ip. 代入方程 (14) 中, 得到一个四维的实

数型非线性动力学方程:

dα1

dτ ′
= 2xp+2α2(x2 + p2)− κ ′

2
α1,

dα2

dτ ′
=−2α1(x2 + p2)− (x2 − p2)− κ ′

2
α2,

dx
dτ ′

= 2(α2x−α1 p)+2(α2
1 +α2

2 )p− γ ′

2
x,

dp
dτ ′

=−2(α1x+α2 p)−2(α2
1 +α2

2 )x

−ξ ′− γ ′

2
p.

(18)

为化简方程, (18)式中的参数 τ ′, ξ ′, κ ′, γ ′ 都用χ重
新标度,其中 α1 和 α2 为激光场振幅的两个垂直分

量, x和 p则表示机械振子的经典平均位移和动量.

以上的平均场方程为一个四元三次非线性参数方

程组, 总体上虽然无法解析求解, 但在一定近似条
件下可以确定其特殊的定态解 [18].

图 1 振子定态能量的响应曲线 (a)振子定态能量随外部驱
动强度的变化趋势, 细线表示 κ = 1.0, γ = 0.1, 粗线 κ = 10,
γ = 0.1,其中虚线为不稳定的定态; (b)振子定态能量随光场耗
散系数的变化曲线,其中粗线表示 γ = 0.1, ξ = 1.0,细线表示
γ = 0.01, ξ = 0.1

利用方程 (18)可以很容易发现系统存在惟一
的物理上允许的实数解, 随着参数的改变, 该定态
会失稳, 所以考察系统定态解的稳定性区域, 对系
统的定态操控起至关重要的作用. 图 2计算了系统
定态解稳定区域的参数相图,从图 2中可以清楚地
看到, 当光学腔的弛豫系数很大而驱动非常强时,
系统的定态解是稳定的,而在弱驱动和低耗散下系
统的定态会失稳.
图 2总体说明了: 1)系统的稳定性区域对系统

耗散的依赖存在非线性双态转变现象,即当系统耗
散到达一定阈值后,振子随驱动或耗散系数的增加
将从稳定到不稳定再到稳定的转变,特别是在相同
振子驱动力下振子可以通过改变耗散系数在稳定
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和不稳定区域转变; 2)系统的稳定性对系统的能量
耗散性质有着强烈的非线性依赖,计算表明无论是
振子耗散 (图 2(a)) 还是光场耗散 (图 2(b)) 的增大
都会使系统的不稳定区域收缩,相应的稳定区域增
大,表明系统弛豫在稳定性方面发挥着非常重要的
作用; 3)对振子的强驱动会让系统越来越屈从于外
部驱动的影响而更加接近受迫振动的情况,在这种
情况下系统自身的非线性效应会相对减弱,从而系
统更容易趋于稳定. 在图 2临界曲线所包围的不稳
定区域内, 系统将不会趋近于任何定态, 在这个参
数区域系统将偏离定态行为.而稳定和不稳定区域
的边界曲线就是系统发生 Hopf分岔的临界常数点,
在临界曲线上系统雅可比矩阵的本征值的实部等

于零. 有意思的是在不稳定区域内系统虽然不会到
达一个定态,但会趋于一种稳定的振动 (自持振荡).

图 2 定态解的稳定性参数区域 (a)稳定性区域随光场耗散
κ 和振子驱动 ξ 的参数图; (b)稳定性区域随振子耗散 γ 和驱
动 ξ 的参数图;图中的曲线为临界曲线 (雅可比矩阵本征值的
实部为零),其包围的内部区域为定态的不稳定性区域,外部为
稳定性区域

3.3 系统偏离定态的动力学行为: 自持振
荡现象

对二次耦合光场驱动的微振子在红失谐共振

条件下的经典动力学方程 (18) 进行数值分析发

现, 这个体系在定态不稳定的参数区域内存在具

有实际可控意义的高维振荡极限环 (图 3). 由于极

限环行为已经在工程技术、无线电技术、生物科

学、天体力学和自动控制等方面得到了广泛的应

用 [24−26],所以提供存在稳定极限环的可控系统不

仅在实际应用中非常重要, 而且在微分方程定性

理论研究中同样具有理论意义.数学上关于极限环

的研究 [27,28] 主要包括极限环的存在性、存在的参

数条件及稳定性分析、极限环的个数和相对位置、

奇点性态和中心焦点的判定等方面. 其中对极限

环个数和上界的确定与著名的 Hilbert 第 16 个问

题有关;极限环最典型和最具有实际意义的是在非

线性系统中能产生稳定的周期振荡,比如电路中的

van der Pol 电子自持振荡器、小区域气候变化的

Lorentz 模型、物种变化的 Volterra 系统中都会出

现有实际意义的稳定极限环.

在二次耦合的光力系统中,光子和声子通过共

振耦合会达到能量平衡,此时四维的动力学方程会

在相空间出现稳定的自持振荡极限环.本文研究的

系统是一个四维三次非线性参数方程组,通过数值

计算发现系统在图 2 定态不稳定的参数区域内会

形成稳定的极限环,其典型的相空间周期轨道如图

3所示. 该周期轨道的结构由系统参数决定,不依赖

于系统的初始状态. 图 3给出的是特定能量耗散下

(κ 和 γ 一定),不同外部驱动力 ξ 作用下系统在三
维投影相空间中出现的极限环以及此时振子振动

所对应的频谱.当调节 κ 和 γ 的大小, 增加机械振

子的驱动时, 相空间极限环的结构会发生改变. 图

3(b)和 (d)是分别对应于图 3(a)和 (c)两个极限环

振子的振动频率谱.如图 3,在驱动较小 ξ = 0.12时,

振子做频率单一的简谐振动,而这个振动频率是由

体系的非线性性质决定的. 当驱动增加到 ξ = 0.2

时, 相空间极限环发生变形, 振子偏离了简单的简

谐振动并开始出现高阶谐波频率的振动成分,从等

间距的频率谱看振子依然是在做周期运动.从图 3

中可以看出,当调节外部驱动力时可使微振子离开

定态, 激发稳定的自持振荡, 并通过驱动强度来改

变振子的自持振动频谱.

随着振子外部驱动力强度的增加,振子的振动
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会顺次产生二次、三次等谐波.通过振子振动位置
的频谱分析可以清晰地看到频率的变化,可以肯定
该运动一定不是一个混沌或非混沌的吸引子,而是
体系的一个极限环,其具有明显的局域稳定性. 进
一步的数值计算发现,系统在任意三维相空间的投
影都能展现出类似的极限环结构,所以可以确定此
时的系统在四维相空间存在稳定的四维极限环行

为.通过改变耗散系数 κ 和 γ 的大小可以改变系统
极限环的工作参数区域,再通过调整振子驱动强度
可以让系统的振子处于一个具有特定频率和振幅

的自持振动上,而且这个振动对初值没有任何依赖
性和敏感性,这种稳定可控的自持振荡对光力学系
统用于耦合共振测量有重要的现实意义.

图 3 四维系统的自持振动极限环在三维空间的投影及其随参数的变化 (a)驱动 ξ = 0.12时的简单极限环及振子的二维相
空间投影轨道; (c)驱动 ξ = 0.2时的扭动极限环及二维相空间投影曲线; (b)和 (d)分别对应 (a)和 (c)的振子振动的频率谱;
其他参数为 κ = 0.8, γ = 0.01

另一方面系统极限环的低维拓扑结构可由外

部参数进行调控,随着参数的变化高维极限环的形

状会发生形变,在二维平面上的投影会由单环变成

纽结型的双环,这是由于驱动力的增大改变了振子

频率的结果.当振子的位移和动量都是单一频率时

振子表现简单极限环行为,当其中一个的频率加倍

时会使极限环的结构发生扭动,而且其振幅会发生

二次分岔现象,在一定控制参数下还能出现振幅的

多次分岔过程. 图 4计算了系统长时间演化后 (相

空间轨道不再改变) 振子的振幅随驱动力的分岔

过程,可以清晰看到系统振子位置从定态出发所发

生的简单 Hopf 分岔甚至倍周期分岔现象. 在弱驱

动 (ξ 很小)时振子的位置总会趋于一个稳定的定

态值,但当驱动力 ξ 大于一定的临界值 (由图 2中

的临界曲线决定)时,这个定态会失稳,振子的位置

会离开定态, 在一个范围内连续取值. 这表明振子

在一个范围内来回振动 (图 4中的两条实线给出了

最大和最小位移), 预示着振子演化到一个振幅确

定的振动上 (如图 4(a)的右下方第一个时间演化插

图). 总体上振子振幅随参数的改变展现两种不同

的动力学行为: 1)如图 4(a)所示,增加驱动力,振子

从定态开始失稳经二次分岔起振, 振幅不断增加,
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期间会发生振幅不连续的跃变现象,然后振幅又减

小, 最后重新回到定态区域 (见图 4(a)中右下第二

个时域演化插图); 2)图 4(b)中另一种分岔过程则

包含了二次分岔过程直至多次分岔现象.图 4(b)中

的右下角的插图是局域放大后的分岔图,展示了典

型的振幅倍周期分岔现象;左上角插图是振子振动

位置的时域演化图, 在 ξ = 0.9时振子的振幅出现

四次分岔现象,对应振幅有两个极大值和两个极小

值. 但是随着驱动力继续增大, 体系又会回到定态

(受二次耦合系数的限制,非线性项相对外驱动很小

时系统趋于惟一的定态,可参照图 2所示的稳定区

域),表明体系的自持振动趋于受迫振动,更强的驱

动会让系统趋于由外部驱动所带来的稳定状态.

图 4 振子的位置随驱动力的振幅分岔图 (a) κ = 0.1, γ = 1.0,
其中的插图为 ξ = 0.5和 ξ = 1.0时振子振动位置的时序演化
图; (b) κ = 1.0, γ = 0.01,其中的插图为 ξ = 0.9时振子振动位
置的时序演化图和被矩形所包围的部分放大之后的图形; 图
中的实线给出了振子振动位置的最大值和最小值,单线表示
振子处于定态 (振幅为零)

物理上,二次非线性耦合光力学系统极限环的
出现可以用开放系统的能量供应和能量损耗平衡

来理解,极限环行为总是在体系的能量供应和能量
耗散达到平衡时出现稳定的周期运动.对于振子而
言,其振幅 (能量)增长时会受到耗散的制约 (通过
光场和振子本身的耗散), 而其振幅减小时外部驱
动又会为其补充能量 (通过外部驱动和光场的能量
耦合), 所以振子的振幅最终会处于一个稳定的数
值,振子会锁定在一个稳定的振动模式下. 这种由
能量供应和能量损耗平衡所维持的稳定的自持振

动必然发生在非线性的开放系统中,正是这种非线
性的能量供应和耗散,维持了这类自持振荡极限环
的存在.

光驱动下稳定的自持振荡系统是弱力测量应

用的重要基础,利用工作在自持振荡参数条件下的
微振子耦合到被探测的系统上,其稳定的自发振动
会在外力作用下发生改变,测量输出光场的变化就
可以探测外力的大小. 实验上要实现可控的自持振
荡, 可以选择一定精细度的光腔, 先调节驱动光场
使其维持在特定的失谐量和强度下,然后在腔中放
置一个具有一定透射率的薄膜,通过调整薄膜位置
使薄膜和光场只存在二次耦合作用 [13,14]. 光学薄
膜被固定在贴有压电陶瓷片的机架上,利用电路驱
动薄膜振动,当振动频率是光场失谐量的 1/2时,调
节体系耗散系数和驱动功率,薄膜的振动就会锁定
在一定的自持振荡上. 这种振动的出现可以通过输
出光场的频谱来探测或进行反馈控制.当然实验上
在其他具有二次耦合的体系上 (如振动的电容耦合
微波场的电路系统 [29]) 同样可以通过本文得到的
理论条件实现可控的自持振荡.

4 结 论

本文利用两类典型系统相同的 Hamilton量得
到了一个一般的具有交叉耦合的二次耦合光力学

系统模型. 在忽略量子起伏和旋波近似的基础上用
相干态的平均场描述了光场和机械振子的复振幅

随时间的动力学演化. 通过对该系统模型的半经典
动力学方程的数值分析,发现系统在很大的参数范
围内存在经典极限环.本文仔细考察了二次耦合系
统的定态稳定区域以及在定态失稳后系统所出现

的自持振荡现象.该系统的振子振动极限环行为可
以用来实现可靠的动力学操控,通过调整系统弛豫
和外部驱动,可以对光力学二次耦合下振子的自发
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振动频率和振幅进行有效控制和选择.本文发现了
该系统在调节参数时通过 Hopf分岔出现的空间极
限环,并随驱动力的增强振子会发生振幅的二次分
岔和倍周期分岔的现象,机械振子的振幅能出现独
特的不连续跃变行为.这种稳定可控的自持振荡行
为为开发光力学控制和探测系统提供了基本的物

理载体.在今后的工作中我们希望能解析分析产生
极限环的参数条件及其稳定性判据,并能够在平均
场方程之外考察系统的非线性量子动力学行为,找
到极限环行为在量子动力学中的对应能量特征及

其与经典动力学的差异,理解开放光力学系统在量
子涨落下的随机动力学特点.
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Abstract
The traditional opto-mechanical coupling in an opto-mechanical system is a linear coupling which is proportional to the field

intensity I and oscillator displacement x. The nonlinear spatial coupling effect becomes obvious and important in a strong cavity field
with large oscillating amplitude, and then the nonlinear effect with quadratic coupling in opt-mechanical device is also significant. In
this article, we find that a general opto-mechanical system with quadratic coupling will produce a stable self-sustained oscillation when
the energy injected by external driving equals that of dissipations in certain parametric regions. We numerically solve the semi-classical
equation of motion of the system and find high-dimensional limit circles in its phase space under the control of driving and damping.
We verify the high-dimensional limit circles by the closed orbits in all the projective three-dimensional phase space and show a highly
controllable topological structure of the phase orbit which is very similar to Lissajous figures formed in a two-dimensional case.
The self-sustained oscillations of the driving resonator with controllable amplitudes and frequencies demonstrate a reliable physical
application of opto-mechanical system under quadratic coupling.
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