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全向入射条件下一维固流周期结构中

低频声裂隙变化特性研究*
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利用传递矩阵法,从理论上建立了全向入射条件下一维固 -流周期结构中的声传播模型,在此基础上计算、分

析并比较了无限周期结构的声能带结构和有限周期结构中的声传输特性. 研究结果表明,当声波以一定的入射角入

射时,固 -流周期结构的低频通带区域存在一个声裂隙,该声裂隙所对应的入射角大小与构成周期结构的固体层和

流体层的密度或结构尺寸无关,而仅取决于构成该周期性结构材料的波速.

关键词: 传递矩阵,全向入射,固 -流周期结构,声裂隙

PACS: 43.35.Gk, 63.20.D−, 63.22.Np DOI: 10.7498/aps.62.204302

1 引 言

与光子晶体对光波的选择性作用相似,声子晶

体对声波亦具有选择性透过作用,即声子晶体对在
其中传播的声波表现出良好的通带和禁带特性,因

此声子晶体在滤波、减振、降噪等领域具有广阔

的应用前景 [1−5]. 通过在基体中引入周期性的散射

体以实现弹性波的禁带与通带, Kushwaha等 [1] 于

1993年第一次明确提出了声子晶体的概念. 随着对

声子晶体研究的逐渐深入, 近年来, 弹性波在声子
晶体中的传播特性研究已成为声学领域中的热点

之一.其研究从一维结构逐渐推广到二维和三维结
构,尤其当声波在二维和三维声子晶体结构中传播
时,多维声子晶体结构在带隙特性、缺陷态等方面

展示了独特性质 [6−8],并为一维声子晶体的研究提
供了许多借鉴. 相对于多维晶体结构, 一维声子晶

体结构 (一维周期结构)的优势在于它的解析和数
值计算要求简单, 设计和实现可行性高 [9,10]. 特别

是一维固 -流周期结构,它不仅有着上述优点,还具
备了实时可调性 (固体层可以在流体中任意移动),

而这一特点正是传统固 -固周期结构所不具备的.

目前一些关于一维固 - 流周期结构中声波全

向入射问题的研究仍然需要完善. 平面波展开法

在解决固流耦合问题上存在缺陷 [11]; 多重散射法

主要用于处理二维、三维周期结构中的弹性波传

播问题 [11]; 对于给定激励、初始条件和特定边界

条件的时域响应问题主要采用时域有限差分法进

行分析 [3,12],但该方法并不适用于解决全向入射问

题.本文针对目前一维固 -流周期性结构研究中声

波全向入射问题的不足之处, 结合传递矩阵法和

布洛赫定理, 建立了不同入射角度下声波入射到

一维固 -流周期性结构中的理论模型,并从连续状

态参数的基本方程入手, 结合边界连续条件, 导出

了全向入射条件下弹性波在一维固 - 流周期性结

构中传播的传递矩阵, 在此基础上计算和比较了

无限周期结构中的声能带结构和有限周期结构中

的声传输特性. 研究发现当声波以某一入射角入

射时,固 -流周期结构在低频通带存在一个声裂隙,

在此基础上,进一步讨论了该声通带裂隙的位置所

对应的入射角随周期性结构的结构参数以及材料
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参数的变化特性.

2 理论模型

一束在流体中传播的平面声波以一定角度射

入一个有限周期的固 -流周期结构中,当该平面声

波透过固 -流周期性结构后,以相应的角度进入另

一半无限流体中, 其传播过程如图 1所示. 固 -流
周期性结构中厚度为 d1 的固体层 (如层 2,其密度

为 ρS,纵波速为 vSL,横波速为 vST)和厚度为 d2 的

流体层 (如层 3,其密度为 ρF,纵波速 vF)构成一个

周期,并做有限周期重复,晶格周期为 D = d1 + d2,
半无限层 1和半无限层 N +1分别为入射层和透射

层. 以声波的入射方向和固 -流周期结构的法线所

在的平面为 x-z 坐标平面, 以入射声波与固 -流周
期性结构相交的入射点为坐标原点,建立如图 1中

所示的直角坐标系.图中入射平面波 I (纵波)以入

射角 θi 斜入射周期结构, R和 T 分别为反射波和透

射波.

图 1 有限周期的一维固 -流周期结构的示意图

如图 1所示,由于采用的入射平面声波在 y方

向上无限延伸,因而沿不同入射角度入射的声波在

周期性固 -流结构中传播的三维理论模型可简化为
二维理论模型. 在固体层中, 任意一点的标量声势

和矢量声势分别表示为

ΦS = (Aejαz +Be−jαz)ejσx,

ΨS = (0,Ψ S
y ,0)

=
(

0,
(

C ejβ z +De−jβ z
)

ejσx,0
)
, (1)

而在流体层中只存在标量声势

ΦF =
(

E ejγz +F e−jγz
)

ejσx, (2)

式中, α =
(
k2

SL −σ2
)1/2, β =

(
k2

ST −σ2
)1/2, γ =(

k2
F −σ2

)1/2, kSL =
ω

vSL
, kST =

ω
vST

, kF =
ω
vF

, vSL 和

vST 分别为固体中纵波和横波波速, vF 为流体的声

波波速, σ 为各层波矢的 x方向分量,并且由于边界

条件, σ 在各层保持不变.

在流体与固体的分界面处应该满足如下边界

条件: 1)法向速度连续; 2)法向和切向应力分别连

续.以图 1中层 n和层 n+1为例,假定层 n为固体

层,则层 n+1为流体层,边界条件为vz

Tz


n+

=

vz

Tz


(n+1)−

, (3)

(Tx)n+ = 0, (4)

式中, vz, Tz 和 Tx 分别为界面处的法向速度、法向

应力和切向应力,下标 n+和 (n+1)−分别标示了
固体层 n的右界面和流体层 n+ 1的左界面, 其余

类推.

利用声势表达式,固体层中任意一点的速度和

应力可表示为

vx =
∂ΦS

∂x
−

∂Ψ S
y

∂ z
,

vz =
∂ΦS

∂ z
+

∂Ψ S
y

∂x
, (5)

Tx = jµS

[(
∂vx

∂ z
+

∂vz

∂x

)]/
ω,

Tz = j
[

λS

(
∂vx

∂x
+

∂vz

∂ z

)
+2µS

∂vz

∂ z

]/
ω, (6)

式中 Lame常数 µS = ρSv2
ST, λS = ρSv2

SL−2µS, ρS为

固体层材料的密度.而流体层中任意一点的速度和

应力可表示为

vx =
∂ΦF

∂x
, vz =

∂ΦF

∂ z
, (7)

Tx = 0,

Tz = j
[

λF

(
∂vx

∂x
+

∂vz

∂ z

)]/
ω, (8)

式中, λF = ρFv2
F, ρF 为流体层材料的密度.

结合 (4), (5)和 (6)式在边界 n−和 n+处的表

达形式,可将参数 C和 D用 A和 B表示,即C

D

=Q

A

B

 , (9)

将 (9)式反代入 (5)和 (6)式中,可分别将固体层中

n−和 n+处的法向速度和法向应力写成关于 A和

B的矩阵形式: vz

Tz


n−

=L1

A

B

 , (10)
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Tz


n+

=L2

A

B

 . (11)

同理,流体层中 (n+1)−和 (n+1)+处的法向速度
和法向应力为vz

Tz


(n+1)−

=L3

E

F

 , (12)

vz

Tz


(n+1)+

=L4

E

F

 . (13)

(9)—(13) 式中矩阵 Q, L1, L2, L3 和 L4 的表

达式及其简单推导过程均在附录 A 中给出. 综合
(3), (10)—(13) 式, 能够得到晶格单元的传递矩阵
Mn,n+1 =L1L

−1
2 L3L

−1
4 (单位模矩阵),有vz

Tz


(n−1)+

=

vz

Tz


n−

=Mn,n+1

vz

Tz


(n+1)+

.

(14)

将上述过程拓展到如图 1 整个有限周期结构
中,则总传递矩阵M 可写作:

M =M2M3 · · ·MN−1MN =

M11 M12

M21 M22

 , (15)

式中, MN 分别为第 N 层的传递矩阵. 由总传递矩
阵M 可以得到声压透射率 (透射声压与入射声压
之比),即 tp = pt/pi,可写作:

tp =
2ZT

M11ZI +M22ZT +M12ZIZT +M21
, (16)

而声压反射率 (反射声压与入射声压之比), 即
rp = pr/pi,可写作:

rp =
M21 +M22ZT −M11ZI −M12ZIZT

M11ZI +M22ZT +M12ZIZT +M21
, (17)

式中, ZI 和 ZT 分别为入射层和透射层的法向声阻

抗率.
对于无限周期结构来说,由周期结构在 z方向

的周期性,每个晶格单元满足基于布洛赫定理的周
期边界条件,则 (14)式可表示为vz

Tz


(n−1)+

= e−ikD

vz

Tz


(n+1)+

, (18)

式中, k为布洛赫波矢 (z方向), D为晶格周期.显然,
e−ikD 为晶格单元传递矩阵

Mn,n+1 =

Mn,n+1
11 Mn,n+1

12

Mn,n+1
21 Mn,n+1

22



的特征值,可得到

cos(kD) =
(Mn,n+1

11 +Mn,n+1
22 )

2
. (19)

由上式可知, 当 |cos(kD)| 6 1时, 布洛赫波矢 k 对

应于实数, 布洛赫波为非衰减波, 对应于结构的通

带, 反之则对应于禁带. 对于固定结构的晶格单元

和固定的入射角 θi, (19)式右侧为关于频率 f 的函

数,此时扫描频率 f 求解波矢 k,便可得到入射角为

θi 时相应的色散曲线.

3 结果与讨论

根据上述理论模型,分别构建两种周期性结构

声子晶体, 即: 铝 - 水周期结构和有机玻璃 - 水周

期结构. 其中构成铝 -水周期结构的基本单元为一

定厚度的铝层和水层, 铝层厚度为 d1 = 0.15750

m, 水层厚度为 d2 = 0.03750 m; 相应构成有机

玻璃 - 水周期结构基本单元的有机玻璃层厚度

为d1 = 0.06675 m, 水层厚度为 d2 = 0.03750 m. 周

期结构中所选用材料的声波波速和密度如表 1 所

示. 按表 1中所选取的参数, 由于水中声速小于铝

的纵波波速和横波波速,因此当声波由水入射到铝

时,存在第一临界角 θC1 = arcsin(vF/vSL) = 0.24 rad

和第二临界角 θC2 = arcsin(vF/vST) = 0.51 rad,如图

2(a)中所示,两竖直虚线分别为声波从水入射到铝

时所应存在的第一临界角和第二临界角. 而当声波

由水射入有机玻璃时,由于声在水中的传播速度介

于有机玻璃中纵波和横波波速之间,此时仅存在第

一临界角,即 θC1 = 0.60 rad,如图 2(b)中竖直虚线

所示. 图 2(a)和 (b)分别描述了无限周期的铝 -水

周期结构的能带随入射角 θi 和入射波频率 f 的变

化特性以及无限周期的有机玻璃 -水周期结构的能

带随入射角 θi和入射波频率 f 的变化特性. 图中灰

色区域为通带,空白区域为禁带.

表 1 铝、有机玻璃和水的声学参量

材料 密度/kg·m−3 纵波波速/m·s−1 横波波速/m·s−1

铝 2700 6300 3100

有机玻璃 1180 2670 1120

水 1000 1500 无

如图 2(a)所示,无限周期的铝 -水周期结构的

能带呈带状分布,当入射角 θi 较小的时候,通带在

高频和低频处均有分布, 然而当入射角 θi 较大的
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时候, 高频处的通带逐渐消失并向低频衰减. 当入
射层中入射波的入射角 θi > θC2 时,声波在固体层
中将以倏逝波的形式存在,且声场强度随着进入固
体层深度的增长呈指数衰减. 然而由图 2(a)可以看
到, 当入射角 θi > θC2 时, 通带并不因为倏逝波的
出现而立即消失,而是从 θi = 0.62左右才开始逐渐
向低频移动.当入射波由水层入射到有机玻璃层时,
由于第二临界角的缺失,入射的纵波总是能够在固
-流界面处经过模式转换后以横波的形式进入固体
层,因此,当入射角逐渐变大时,通带区域并不会萎
缩,如图 2(b)所示.

图 2 (a)无限周期铝 -水周期结构的能带随入射角和频率的
变化; (b)无限周期有机玻璃 -水周期结构的能带随入射角和
频率的变化

另一方面, 当晶体结构为有限周期时 (如图 1
所示),采用传递矩阵法来计算该有限周期结构的声
压透射系数 tp = pt/pi的强度.以铝 -水周期结构为
例, 其晶格参数和图 2(a)中的一致,令两个半无限
层也同样为水,并且取晶体中的层数 N = 12 (五个
固 -流周期 +额外一层铝层),图 3给出了透射系数
随着入射角 θi和入射波频率 f 的变化,图中颜色的
变化标示了透射的强弱. 可以看到, 图 3中的透射
率分布与图 2(a)中的禁带和通带分布相符合.
观察图 2(a) 和图 3 发现, 在低频区域 (50—

3700 Hz), 入射角为 0.28 rad 左右时存在一个通带

裂隙.为了研究该声通带裂隙的特点及其在频率坐

标上的逐渐形成过程,保持晶格参数和图 2(a)的一

致, 将入射角 θi 固定为 0.28 rad, 图 4(a) 给出了在

无限周期铝 - 水周期结构中, cos(kD) 随频率 f 变

化图, 两条黑色水平实线分别标示了 ±1 的位置;

图 4(b), (c)和 (d)分别给出了在有限周期结构中当

N = 2, N = 4和 N = 12 (分别对应一层铝板、两层

铝板和六层铝板),入射角固定 θi = 0.28 rad时, 声

压透射系数 tp随着频率的变化 (实线).可以观察到,

当 N 足够大时, 如图 4(d), 有限周期结构的透射系

数和图 4(a) (|cos(kD)| > 1时为禁带)符合,且随着

N 的增加, 第二禁带从无到有逐渐形成, 基于布拉

格散射理论 [13], 该禁带是由于周期结构的周期性

作用而形成. 而对于第一禁带,该禁带在 N = 2就

已经形成雏形,即只要在水中插入一层铝板就会导

致这个禁带的形成. 比较图 4(b)和 (a)可知,图 4(b)

第一禁带的位置对应着图 4(a)中布洛赫波矢的虚

部趋于无穷大 (迅速衰减), 而第二禁带 (布拉格禁

带)对应的布洛赫波矢的虚部仅仅是有限数. 作为

对照,图 4(b)中还给出了同一条件下声压反射系数

rp 随着频率的变化曲线,如图中虚线所示, 声压反

射系数 rp 随频率的变化能够与声压透射系数 tp 相

符合,满足声能流守恒. 而当纵波以 θi = 0.28 rad从

半无限水层入射半无限铝层时,声压反射系数 rp并

不随着频率的变化, 为一恒定值,如图 4(b)中点线

所示. 观察图 2(b)中无限周期有机玻璃 -水周期结

构的能带结构,同样能够发现在低频区域中存在一

通带裂隙, 位于 0.70—0.83 rad 处. 可以看出, 在所

有类似的一维固 -流周期结构中都存在这样一个通

带裂隙,且对应的布洛赫波矢虚部趋于无穷大.

图 3 有限周期铝 -水周期结构的声压透射系数随入射角和频
率的变化
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图 4 (a)在无限周期铝 -水周期结构中, cos(kD)随频率的变化; (b)当 N = 2,入射角固定在 θi = 0.28 rad时,透射系数 tp(实线)和反
射系数 rp(虚线)随着频率的变化以及纵波以 θi = 0.28 rad从半无限水层入射半无限铝层时的反射系数 rp(点线); (c)当 N = 4,入射角
固定在 θi = 0.28 rad时,透射系数 pt/pi 随频率的变化; (d)当 N = 12,入射角固定在 θi = 0.28 rad时,透射系数 pt/pi 随频率的变化

图 5 (a)低频通带裂隙的位置随着流体层厚度和固体层厚度的变化; (b)低频通带裂隙的位置随着流体层和固体层材料密
度的变化; (c)低频通带裂隙的位置随着流体层材料声速的变化; (d)低频通带裂隙的位置随着固体层材料横波波速和纵波波
速的变化

保持晶格参数和图 2(a)中的一致,分别改变固

体层和流体层的厚度、密度等参数,仅考虑这个低

频通带裂隙的位置 θf 随固体层和流体层某一材料

参数或结构参数变化的规律. 计算结果发现, 此裂

隙所对应的角度不随固体层和流体层的密度、尺

寸变化,仅和它们的声波波速相关.如图 5所示,图

5(a)和 (b)分别展示了该低频通带裂隙的位置随着

固体层厚度 d1 (图 5(a)中方块)、固体层密度 ρS (图

5(b)中方块)、流体层厚度 d1 (图 5(a)中正三角)和

流体层密度 ρF (图 5(b)中正三角)的变化规律;图

5(c)和 (d)分别展示了该低频通带裂隙的位置随着

流体层材料声速 vF (图 5(c)中正三角)、固体层材

料横波波速 vST (图 5(d)中正三角)和固体层材料纵

波波速 vSL (图 5(d)中方块)的变化规律.由图 5可
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以看出,该低频通带声裂隙的位置不受 d1, d2, ρS和

ρF改变的影响,而仅随 vF, vST和 vSL的改变单调变

化. 在波速相对不宽的变化范围内,裂隙的位置随
vF 的增大呈单调近似线性递增 (如图 5(c)所示);另
一方面, 裂隙位置受 vST 的影响相对较大, 并随着
vST 的增大下移速度减缓,同时,其位置受 vSL 影响

相对较小并随 vSL 的增大呈单调递减 (如图 5(d)所
示).

4 结 论

基于传递矩阵法,从理论上推导了全向入射条
件下一维固 -流周期结构的传递矩阵. 在此理论的
基础上,分别计算了无限周期和有限周期的一维固
- 流周期结构在全向入射条件下的能带结构和传
输特性. 计算结果表明, 当入射角大于第二临界角

θC2 = arcsin(vf/vST) 的时候, 声波在固体中仅仅以

倏逝波的形式存在,此时,通带并不是立即消失,而

是从某个大于第二临界角的角度开始逐渐衰减. 在

全向入射条件下,固 -流周期结构的能带结构在低

频处存在一个声通带裂隙.该裂隙的布洛赫波矢与

其他禁带的不同:该禁带所对应的布洛赫波矢的虚

部趋于无穷大, 即声波衰减十分迅速, 仅需在流体

中插入一层固体层该禁带就会出现;而其他禁带所

对应的布洛赫波矢的虚部为有限数,禁带是由于周

期结构的周期性作用而形成. 进一步研究表明, 该

通带裂隙的位置仅随固体层和流体层材料的声波

波速单调变化,而和它们的材料密度和晶格尺寸无

关.利用此性质不但可以通过控制材料声速以调节

低频通带裂隙的位置,相反也可通过确定低频通带

裂隙的位置,以表征材料的声学特性.

附录 A

结合 (4), (5)和 (6)式在边界 n−和 n+处的表达形式有:Tx|z=0,x=0 = jµS
[(

β 2 −σ 2
)
(C+D)−2σα(A−B)

]
/ω = 0,

Tx|z=d1,x=0 = jµS
[(

β 2 −σ 2
)(

C e jβd1 +De−jβd1
)
−2σα

(
Ae jαd1 −Be−jαd1

)]
/ω = 0,

(A1)

由此可得 (9)式中Q的表达式为

Q=
2σα

(β 2 −σ 2)(e jβββd1 − e−jβd1)

e jαd1 − e−jβd1 e−jβd1 − e−jαd1

e jβd1 − e jαd1 e−jαd1 − e jβd1

 . (A2)

(5)和 (6)式中法向速度和法向应力在边界 n−处的表达式可描述为vz

Tz

∣∣∣∣∣
z=0,x=0

=

 jα(A−B)+ jσ(C+D)

j
[(

−λSσ 2 −λSα2 −2µSα2
)
(A+B)−2µSβσ(C−D)

]
/ω

=P1

A

B

+P2

C

D

= (P1 +P2Q)

A

B

 ,

(A3)

即有L1 =P1 +P2Q,其中:

P1 =

 jα −jα

j(−λSσ 2 −λSα2 −2µSα2)/ω j(−λSσ 2 −λSα2 −2µSα2)/ω

 , (A4)

P2 =

 jσ jσ

−j(2µSβσ)/ω j(2µSβσ)/ω

 . (A5)

同理, (5)和 (6)式中法向速度和法向应力在边界 n+处的表达式具体写作:vz

Tz

∣∣∣∣∣
z=d1 ,x=0

=

 jα(Ae jαd1 −Be−jαd1)+ jσ(C e jβd1 +De−jβd1)

j[(−λSσ 2 −λSα2 −2µSα2)(Ae jαd1 +Be−jαd1)−2µSβσ(C e jβd1 −De−jβd1)]/ω


= P3

A

B

+P4

C

D

= (P3 +P4Q)

A

B

 , (A6)
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即有L2 =P3 +P4Q,其中:

P3 =

 jα e jαd1 −jα e−jαd1

j(−λSσ 2 −λSα2 −2µSα2)e jαd1/ω j(−λSσ 2 −λSα2 −2µSα2)e−jαd1/ω

 , (A7)

P4 =

 jσ e jβd1 jσ e−jβd1

−j(2µSβσ e jβd1)/ω j(2µSβσ e−jβd1)/ω

 , (A8)

那么,对于流体层,可分别推得:

L3 =

 jγ −jγ

−jρFω −jρFω

 , (A9)

L4 =

 jγ e jγd2 −jγ e−jγd2

−jρFω e jγd2 −jρFω e−jγd2

 . (A10)
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Acoustic band fracture variation of low frequency
transmission zone in one-dimensional solid-fluid
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Abstract
In order to study the characteristics of acoustic/elastic wave propagation in one-dimensional (1D) solid-fluid periodic structure

incited by omnidirectional incidence, a theoretical model of wave propagation in 1D solid-fluid periodic structure is established using
a transfer matrix method. Based on this model, the band structures of the infinite case and the transmission properties of the finite one
are further calculated and analyzed. The results show that an acoustic band fracture appears in the low frequency transmission zone
for a certain incident angle. The corresponding incident angle of the fracture is non-relevant to the mass densities or the thicknesses of
the solid and fluid layers constituting the periodic structure, and determined only by the wave velocity of the constituent material.
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