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光声池中微弱光声信号检测*
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大气中的污染源气体含量很少,用光声光谱对其进行监测得到的光声信号极其微弱. 本文首先分析微弱信号产

生机理,在分析 Holmes Duffing方程的基础上,提出了适合光声池微弱信号检测的变尺度差分方法. 该方法通过对

信号进行尺度变换,再做差分来检测微弱信号.理论分析和实验表明,变尺度差分方法能很好地抑制系统相空间的

共模噪声,而且能很好地凸显混沌状态临界值.变尺度差分方法测出的信号相对误差都小于 5%,说明其可以用于较

高频率、相位和频率都未知的微弱光声信号幅值检测.
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1 引 言

污染源气体造成的环境污染越来越严重,大气

中污染源气体的检测需求越来越急迫. 光声光谱技

术 [1] 是一种理想的无背景噪声信号技术, 利用光

声光谱技术检测污染源气体,具有较高灵敏度和良

好选择性. 它的基本原理是: 光源发出特定频率的

单色光,经斩波器调制后,入射进入光声池;池内被

测气体吸收光能后, 发生光声效应, 即产生与调制

频率同周期的声波, 由于声波的幅度很小, 由传声

器接收到此光声信号并将其送至信号处理系统进

行处理. 光声信号幅度很小,属于微弱信号,比较难

以准确检测. 在理想状态下, 检测到的微弱信号频

率应该是与调制频率一致的,但是由于光声池中光

路的复杂性及其他因素影响使得产生的信号频率

与调制频率有偏差, 但具体偏差却是未知的. 另外

由于光声光谱检测污染源气体时,为了防止外界声

频噪声干扰, 调制频率一般都很高; 由于外界噪声

的影响,光声池中待检测信号所含的噪声大小可以

与待测信号本身大小相比拟, 甚至更高. 所以, 如

何从强噪声背景中有效地提取微弱信号值得深入

研究.

目前光声池微弱信号检测方法大多采用基于

锁相放大器频谱迁移法 [2,3], 但需要低通滤波器的
带宽足够窄, 才能够有效改善信噪比, 而且在滤除
噪声的同时也可能会损害有用信号.基于混沌振子
的微弱信号检测方法 [4]能很好地改善这一情况,它
可以探测低信噪比的微弱信号. Duffing系统 [5] 是

混沌系统中经常用到的一类非线性系统,利用它对
噪声的免疫特性和对微弱信号的敏感性,可以对特
定的已知信号频率进行检测. 然而 Duffing振子微
弱信号检测方法,大部分都是已知频率的微弱信号
检测, 而且它只能检测低频信号, 因此不能完全排
除噪声对信号检测产生的影响.
针对这些问题,本文对 Holmes Duffing系统进

行了改进,提出了光声池微弱信号检测的变尺度差
分方法,在待测信号频率比较高以及频率、相位未
知的情况下检测出信号幅值, 从而确定信号, 根据
光声转换原理进一步推导污染源气体的含量.

2 光声池微弱光声信号检测原理

2.1 光声信号产生机理

光声池 [6]是光声光谱检测的核心部分,它由聚
四氟乙烯加工而成, 内表面光滑, 并用透过率大于
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图 1 光声池剖面图

90%的石英窗口密封,工作模式为纵向谐振. 其剖
面如图 1所示,谐振腔长 10 cm,直径 1 cm;两端腔
体为缓冲室,用来隔离窗口片对光吸收而产生的噪
声.
在这个封闭的池内,试样气体因吸收调制光能

而产生热源 H(r, t)[7], 会在光声池中激发出光声信
号.光声信号可以用声压 p(r, t)表示,其数学模型如
下:

∇2 p(r, t)− 1
v2 ·

∂ 2 p(r, t)
∂ t2 =−γ −1

v2 · ∂H(r, t)
∂ t

, (1)

式中, r为位移矢量, γ 为气体绝热系数, v为气体中

声波的传播速度, H(r, t)为热功率密度.
在柱坐标系中, 简正模式 j 下的谐振频率 f j,

振幅 A j(w)可表示为

f j = f jmq =
w j

2π
=

v
2

√(α jm

Rc

)2
+
( q

Lc

)2
, (2)

A j(w) =− iw
w2

j
·

(γ −1)NtotσP0c
∫

Vc
p∗jgdV

Vc

[
1−w2/w2

j − iw/(w jQ j)
] , (3)

式中, w j 为简正模式 j 的谐振角频率, p∗j 为 p j 的

复共轭, Vc 为光声池谐振管的体积, Q j 为模式 j

的品质因数, P0 为激光功率, C 为气体浓度; 积分∫
Vc

p∗jgdV 表示光强分布与简正模式的耦合程度,

用 I j 表示.
根据以上公式,使光声池工作在一个简正模式

下,即保证 w = w j 的谐振条件,可使得产生声压最
强. 得到此时在池中 rM 处的声压

[8]为

p(rM,w j) =−(γ −1)
Q j

w j

Lc

Vc
I j p j (rM)αP0, (4)

式中 −(γ −1)
Q j

w j

Lc

Vc
I j p j (rM)这部分为光声池的池

常数,池常数反映系统吸收光能转化为声能的能力,
记做 Ccell. 本文光声池工作在一阶纵向谐振模式下.

所以其池常数为

C001 =
4(γ −1)Q001L2

c

vVcπ2 , (5)

式中 Q001 为一阶纵向谐振光声池的品质因数.
故光声信号 SPA 可表示为

SPA = p(rM,w j) =CcellαP0, (6)

上式表明,光声信号 SPA 与气体吸收系数 α 和光功
率 P0 成正比. (6)式是进行气体光声光谱检测的基
础公式,后续检测计算会用到.

2.2 Homels Duffing方程微弱信号检测原
理

Holmes型 Duffinig方程 [9]如下:

ẍ+ kẋ− x(t)+ x3 (t) = f cos(wt), (7)

其中 k 为阻尼系数, −x(t)+ x3(t)为非线性回复力,
f 为驱动力.
其状态方程可以化为 ẋ = y,

ẏ =−ky+ x− x3 + f cos(wt).
(8)

当 f = 0 时, 可以求出相平面上的三个奇点: 分别
为鞍点 (0, 0)和两个焦点 (±1,0),且初始状态不同,
将导致点 (x, y)最终停在鞍点或两个焦点中的任意

一个.当 f 不为 0但很小时, 系统线性部分的振荡
很弱, 对非线性系统的作用也不强, 相轨迹表现出
庞加莱映射意义下的吸引子,相点围绕两个焦点中
的其中一个做周期振动,相轨迹和 f = 0时的情况
类似. 稍微加大驱动力 f 的值,系统非线性部分开
始影响系统相轨迹, 出现倍周期 (振荡频率固定在
外力频率上),稳定焦点的振荡出现分频 (如图 2(a),
(b)). 当驱动力 f 再加大到超过非线性系统的三个
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奇点之间的间隔时,系统便呈现出在这些奇点之间
来回跃迁振荡,运动变得复杂化,混沌随之出现 (如
图 2(c)). 进一步增大驱动力 f 的幅值,超过某一临
界值后, 非线性系统的影响开始减弱, 线性振子又
开始处于主导地位,这时整个系统又被固定在外加
周期驱动力的各分频上,相轨迹表现为大尺度周期
状态 (如图 2(d)). 之后驱动力 f 的加大对系统的影
响几乎不变, 线性振子完全处于统治状态, 而非线

性部分的作用几乎可以忽略,这时整个系统便按线
性系统方式运动,即它被锁在外加周期力的频率上.
由此可以看出, 系统处于锁频状态时, 线性振子呈
现出极弱或极强的状态. 而当非线性系统和线性振
子这两个系统强弱均衡时,这两个振荡才相互强烈
影响, 才会出现复杂的混沌运动. 图 2 是当不加外
界信号时,取 k = 0.5, w = 1 rad/s时所得结果.

图 2 当 k = 0.5, w = 1 rad/s时,不同 f 下的 Duffing系统相图 (a) f = 0.354 (b) f = 0.385; (c) f = 0.802; (d) f = 0.830

由图 2 可知系统从混沌状态进入大尺度周期

状态时的相图变化最为明显,这里定义产生该变化

的驱动力幅值为阈值 fd (该阈值称为分叉值).这一

显著的变化过程被用于信号检测. 除了状态变化显

著, 在大尺度周期状态时相轨迹尺度最大, 利于提

高系统的信噪改善比也是选择该过程用来检测微

弱信号的原因.

这样我们可以根据系统是否发生相变和相变

的程度来检测信号存在与否以及信号的各种参数

(如幅值、频率、相位等).

具体检测思路为:先调节系统驱动力 f ,使得系

统进入混沌运动状态和大尺度周期运动状态的阈

值点, 得到阈值 fd, 再加入频率与系统相同的待测

信号, 系统进入大尺度周期运动状态, 这时调节系

统驱动力 f ,使系统再次进入混沌运动状态和大尺

度周期运动状态的阈值点, 得到此时的驱动力 f2.

这样,就可以求得该信号的幅值为 A = fd − f2.

这种方法是利用 f 值对系统的敏感性来检测

微弱信号的,但如果要应用到实际还存在下面几个

问题.

1)系统驱动力大小的阈值受系统参数 k, w的

影响. 如果待测信号频率不一样, 那么进入大尺度

周期的驱动力的阈值大小不同.这使得我们在不知

道信号频率的情况下, 很难测定阈值, 需要从大量

的仿真相图中判断哪个刚好在临界状态.

2) 现在的 Duffing 系统方程大部分都是对低

频率的检测, 如果频率太大, 会导致系统的动态

响应时间变得很差, 可能不会出现大尺度周期状

态. 而光声池中信号频率一般都是声频范围 (20—

20000 Hz),甚至超声波范围 (大于 20000 Hz).

3)噪声免疫特性是相对的,它是指当系统处于

混沌状态时, 再大的噪声也不能改变系统的混沌

状态. 但由于光声池系统频率都比较高, 当噪声很

大时, 噪声仍然可能使系统状态发生改变. 这就影
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响到对信号诱导还是噪声诱导的混沌状态变化的

判断.

2.3 光声池变尺度差分法微弱信号检测原
理

针对光声池中微弱信号检测中存在的问题,
本文提出了基于 Duffing 方程的变换尺度差分法.
所谓变换尺度差分法, 就是先对信号进行尺度变
换 [10,11], 如时序信号是 As(t), 频域是 AS(w); 则信
号为 As(mt)时,对应的频域为 (A/m) ·S(w/m). 这样
在时域就将信号压缩为原来的 1/m,在频域就将信
号扩展为原来的 m倍. 所以可通过调整变尺度系数
m,将高频的信号压缩至低频区以适用于 Duffing系
统检测. 然后构造两个驱动力 f 具有微小差别,而
其他参数相同的Duffing系统,求解的值再在 [x1,x2]

之间做差分,使得系统的共模噪声得到了很好的抑
制, 系统的状态变化更加明显, 这样我们就可以准

确地判断阈值.

2.3.1 不含噪声的变尺度差分方法
如果信号不含噪声,但信号频率又很高的情况

下, 只需要采用变尺度方法, 使待测信号频率降至
低频区. 而在实际中都是对信号进行采样的, 所以
一般通过数值计算的步长来进行变尺度.假设采样
频率为 fs,则步长是 1/ fs,引入变尺度系数 m,则新
步长为 m/ fs(即将时间间隔增大了 m倍,相应的频
率减小为原来 1/m).
将不含噪声的待测信号加入到方程 (1)中:

ẍ+ kẋ− x(t)+ x3(t) = f cos(wt)+As(t), (9)

式中 As(t) 代表不含噪声的待测信号, f cos(wt)

为系统内置驱动力信号, 取 k = 0.5, w = 1 rad/s,
f = 0.8,假设采样频率 Ts = 500 s, s(t) = 0.3cos(25t),
用后 450 s点绘出系统的相轨迹图. 得到变尺度检
测结果与没有变尺度检测结果的对比图 (其中由
(8)式知 y代表 ẋ)如图 3.

图 3 变尺度方法检测待测微弱信号 s(t) = 0.3cos(25t) (a)没有引入变尺度系数,即 m = 1时的混沌状态图; (b)引入变尺
度系数 m = 15时的系统混沌状态图; (c)引变尺度系数 m = 25时系统的大尺度周期状态图; (d)引入变尺度系数 m = 35时
系统混沌状态图

由此可以得出:当待测信号圆频率和驱动信号

圆频率不相等时, 不能引起系统状态发生变化, 仍

然为混沌状态; 而当两个圆频率一致时, 系统状态

发生改变,由混沌状态变为大尺度周期状态.

2.3.2 含噪声的变尺度差分方法
噪声存在时,在一定情况下会使系统状态发生

改变.比如当驱动力 f 接近阈值,含有的噪声比较

大时,很可能使系统由临界混沌状态向大尺度周期

状态转化,导致无法判断是否有信号存在 [12]. 为了

消除这个影响,可以大致估计光声池中可能产生的

主要噪声. 在光声池中一般采样的是声频范围,很

容易受外界噪声干扰, 在信号较弱的情况下, 噪声
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会对检测系统产生较大影响.因此我们可以首先将

待检测信号进行小波去噪 [13,14],滤除部分噪声,然

后重构出信号. 之后采用变尺度方法, 将信号圆频

率变换,将频率转化为低频. 再采用差分的方法检

测信号.

图 4 (a) f = 0.830, a = 1, 不加噪声时差分方程 x1 和 x2 相

图; (b) f = 0.830, a = 1.01, 不加噪声时差分方程 x1 和 x2 相图;
(c) f = 0.830, a = 1.5,不加噪声时差分方程 x1 和 x2 相图

差分方法采用的是双振子模式 [15,16], 构造方

程如下:ẍ+ kẋ− x+ x3 = f cos(w1t)+As(w2t)+n(t),

ẍ+ kẋ− x+ x3 = a · f cos(w1t)+As(w2t)+n(t).

(10)

运用龙格库塔法解方程组 (10), 得到 x1 和 x2. 在

周期态时,当 a = 1时,两个方程输出是相同的,只

是字母表示不同;当 a ̸= 1时 (x1 − x2)有相位差别,

相图是一条封闭的曲线. 在混沌态时, 表现为不规

则曲线.当 a越接近 1,两个振子状态越接近,差分

后越能消除噪声, 混沌状态更明显. 由图 2 可知,

当 f = 0.830时系统处于大尺度周期状态. 分别对

比不加噪声和加均值 0, 方差 0.01 的高斯白噪声,

k = 0.5, w1 = 1, A = 0.3, w2 = 25, 进行尺度变换之

后 x1 和 x2 的相图,如图 4和图 5所示.

图 5 (a) f = 0.830, a = 1,加入白噪声时差分方程 x1 和 x2 相

图; (b) f = 0.830, a = 1.01,加入白噪声时差分方程 x1 和 x2 相

图; (c) f = 0.830, a = 1.5,加入白噪声时差分方程 x1 和 x2 相图

图 4系统未加噪声,图 4(a)系统参数 a = 1时,

(10) 式中的两个方程是一样的, 故相图呈现直线

关系.增大系统参数 a,相图逐渐变化,一直增大至

1.5,根据 (8)和 (10)式得出系统是处于大尺度周期

状态,而从图 4(b)和 (c)可以很清晰地看出系统处

于大尺度周期状态,与 (8)和 (10)式得出的结果相

符. 同理图 5 系统加入噪声后, 系统参数 a = 1 时,

(10)式中的两方程相同,故图 5(a)相图仍是直线关

系.随后改变系统参数,图 5(b)和 (c)可以很清晰地

看出系统变为混沌状态,与 (8)和 (10)式得出的结

果相符.
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由 (8)式计算得 (或从图 2可知),当 f = 0.5时

系统是处于混沌状态的. 为了充分地对比, 分别

对比不加噪声和加均值, 方差 0.01 的高斯白噪声,

k = 0.5, w1 = 1, A = 0.3, w2 = 25, 进行尺度变换之

后 x1 和 x2 的关系相图,如图 6和图 7所示.

图 6 (a) f = 0.5, a = 1,不加噪声时差分方程 x1 和 x2 相图; (b)
f = 0.5, a = 1.01,不加噪声时差分方程 x1 和 x2 相图; (c) f = 0.5,
a = 1.5,不加噪声时差分方程 x1 和 x2 相图

图 6 系统未加噪声, 由图 4 分析知系统参数

a = 1时,图 6(a)相图是呈现直线关系.增大系统参

数至 1.01, 从图 6(b) 很清楚地看出系统处于混沌,

继续增大系统参数 a至 1.5, 由图 6(c)可以很清晰

地看出系统处于混沌状态. 同理图 7系统加入噪声

后, 系统参数 a = 1时, (10)式中的两方程相同,故

图 7(a)相图仍是直线关系.随后改变系统参数, 由

图 7(b) 和 (c) 可以很清晰地看出系统变为混沌状

态,这与 (8)和 (10)式计算得出的结果相符.

通过图 4与图 5、图 6和图 7对比,可知系统

的相图与公式的计算结果都是符合的,这说明判断

变尺度差分系统是否处于大尺度周期状态,只需要

看尺度变换之后 x1 和 x2 的关系相图,省了大量的

计算.

图 7 (a) f = 0.5, a = 1, 加入白噪声时差分方程 x1 和 x2 相

图; (b) f = 0.5, a = 1.01, 加入白噪声时差分方程 x1 和 x2 相图;
(c) f = 0.5, a = 1.5,加入白噪声时差分方程 x1 和 x2 相图

差分图可以增强混沌状态的显示,如图 8是在

f = 0.5, a 分别等于 1, 1.01, 1.5 时的波形图. 根据

(8)式计算可知 f = 0.5时, 系统处于混沌. 图 8(a),

(c), (e)给出了 (10)式中第一个方程的解 x1 波形图,

观察可以看出系统混沌情况很不明显,图 8(b), (d),

(f)给出了 (10)式中第二个方程的解与第一个方程

的解之差的波形图, 即 x1 − x2 的差分波形图. 图

8(b)系统参数 a = 1,方程组 (10)所得两解相同,差

为零,故是一直线.从图 8(d)和 (f)可以看出 x1 − x2

的差分波形图相当明显地反映了混沌状态. 这表明

差分后能消除部分噪声, 使混沌状态明显, 其能量

比单一振子中混沌部分的能量强很多. 因此系统在

不同状态之间的跃迁变得更加清晰,这样就可以准
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确地判断出 Duffing 系统状态的变化, 使其抗噪性
能更强. 从图 8(d)和 (f)还可以清楚地看出系统进
入混沌状态时刻,分别是 15 s和 2 s. 此外它们的幅
度更反映了系统进入混沌的深度,这对我们判断阈
值十分重要.因此,在判断阈值时,要根据混沌的深
度来设定门限 R. 当进入的混沌深度 (即 x1 − x2)大

于这个门限 R 时, 就可认定系统进入了混沌状态.
根据方程组 (10)可以看出,当 a越小,阈值就越小,
很容易导致混沌状态的误判. 当 a值越大,阈值也
越大,不利于观察混沌状态,而且分析难度会增加.
经过大量的实验发现,一般 a取 1.001—1.1之间差
分结果最好 [17],本文取的是 1.005.

图 8 (a), (c), (e)分别表示 a = 1, 1.01, 1.5时 x1 的波形图; (b), (d), (f)分别表示 a = 1, 1.01, 1.5时 x1 和 x2 的差分波形图

图 9 系统主要流程图

2.4 程序主要流程

程序流程如图 9 所示, 假设待检测信号为

Acos(wt + φ) + n(t), 检测该微弱信号时, 先进行

尺度变化,再进行差分,然后判定系统所处状态,最

后求得幅值.

3 系统仿真与实验结果

光声池变尺度差分原理框图如图 10所示: 由

于光声池中信号的频率比较高, 加上噪声的影响,

在信号检测时候, 我们先进行小波去噪, 滤除部分

噪声;然后进行变尺度,将频率调低;接着进行差分,

判断门限;最后得出信号的幅值大小.
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为了验证本文方法的准确性,在不含噪声情况
下, 对本文方法和普通方法 (单 Duffing振子)进行
了详细对比, 如表 1所示. 其中华北电力大学的王

冠宇等 [18] 已经计算出 fd 与 k 的比值近似保持为

一常数,且该比值的理论值为 1.677 (相对误差根据
这个理论值来计算).

表 1 普通 Duffing振子方法阈值与采用变尺度差分法阈值对比 (a = 1.005)

k 普通方法阈值 fd/k 相对误差 /% 变尺度差分阈值 fd/k 相对误差 /%

0.3 0.5427 1.8083 7.83 0.5420 1.8067 7.73

0.4 0.6775 1.6938 1.00 0.6762 1.6905 0.81

0.5 0.8275 1.6375 2.36 0.8261 1.6522 1.48

0.6 0.9757 1.6262 3.03 0.9825 1.6375 2.36

0.7 1.1384 1.6263 3.02 1.1425 1.6321 2.68

图 10 检测系统系统框图

所以从表 1中可以很容易地看出,使用变尺度
差分法,相对误差都很小,确定的阈值很精确,这对
信号的检测十分重要.
为了进一步衡量两种方法相对于不含噪声系

统的偏移度,利用含噪与不含噪两个系统 x(t)均方

差作为衡量标准,即

ξ =
⟨
[xn(t)− x0(t)]2

⟩
. (11)

取系统运行实际 400 s, 本文所用噪声为高斯白噪
声, 均值为 0, 方差 σ 在 0.001—0.1之间变化. ξ -σ
的关系如图 11所示.

图 11 两种不同方法在不同噪声下 ξ 值的变化曲线

由图 11可知两种方法在抗噪声性能上都有一

定的限制,但变尺度差分方法的均方差值基本上小
于普通方法的均方差值,这说明变尺度差分方法抗
噪声性能优于普通方法.
最后为了进一步验证本文尺度变换差分法的

有效性,对光声池微弱信号检测系统的现场试验数
据进行了处理. 加入噪声,在不同信噪比下,待测光
声信号理论值、测量值以及相对误差如表 2所示.

表 2 待测信号理论值与测量值对比

信噪比/dB 待测信号理论值/mV 测量值/mV 相对误差 /%

−5 0.0100 0.00998 0.20

0.0200 0.01995 0.25

0.0240 0.02391 0.37

−10 0.0100 0.00995 0.50

0.0200 0.01985 0.75

0.0240 0.02391 0.83

−20 0.0100 0.00965 3.50

0.0200 0.01942 2.90

0.0240 0.02329 2.96

由此可以看出变尺度差分方法测出的信号相

对误差都小于 5%,说明其有效性,可以运用在光声
池中微弱信号的检测当中.

4 结 论

本文在 Duffing方程的基础上提出了变尺度差
分法来检测光声池中的微弱信号.理论分析和实验
表明,变尺度差分方法能很好地抑制系统相空间的
共模噪声, 而且能很好地凸显混沌状态的临界值,
从而容易区分信号与噪声.
由于混沌系统本身的抗噪性能,该方法有利于

检测光声池中的微弱信号.通过在检测信号前进行
去噪处理, 然后再用变尺度差分方法, 不仅使得系
统可以检测较高频信号,而且可以很好地确定阈值.
所用方法思想简单、有效、易于实现,对光声池的
微弱信号检测具有实际意义.
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Weak photoacoustic signal detection
in photoacoustic cell∗
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Abstract
The content of pollution gas in atmosphere is generally small, so the photoacoustic signal detected by photoacoustic spectroscopy

to monitor is very weak. In this paper, on the basis of Holmes Duffing equation, we propose a new method i.e. variable scale difference
method which is quite suitable for photoacoustic signal detection. This method can be used to detect weak signal by transforming the
size of signal and then substracting the resulting signal. Theoretical analysis and experimental measurements show that it can well
restrain the common-mode noise of system phase space, and it can also highlight the chaos state of critical value. This method has a
relative error less than 5%, indicating that it can be effectively used to detect the amplitude of weak photoacoustic signal that has a
higher frequency and unknown phase and frequency.
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