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分数阶质量涨落谐振子的共振行为*
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针对黏性介质引起的 Brown粒子质量存在随机涨落以及阻尼力对历史速度具有记忆性等问题,本文首次提出

分数阶质量涨落谐振子模型,以考察黏性介质中 Brown粒子的动力学特性. 首先,将 Shapiro-Loginov公式分数阶化,

使之适用于对含指数关联随机系数的分数阶随机微分方程的求解. 然后,利用随机平均法和分数阶 Shapiro-Loginov

公式推导系统稳态响应振幅的解析表达式,并据此研究系统的共振行为;最后,通过仿真实验验证理论结果的可靠

性. 研究表明: 1)质量涨落噪声可诱导系统产生随机共振行为; 2)记忆性阻尼力可诱导系统产生参数诱导共振行为;

3)不同参数条件下,系统表现出单峰共振、双峰共振等多样化的共振形式.
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1 引 言

谐振子无论在经典物理、量子物理或是统计

物理中, 都是一个重要的基础性模型. 任何一个在
平衡态附近作往复运动的稳定系统,都可以用谐振
子加以描述. 确定性谐振子的基本形式如下:

m
d2x
dt2 + γ

dx
dt

+ kx = A0 cos(Ω t).

在经典物理中, 对确定性谐振子的物理机理和效
应的研究已趋成熟 [1]. 然而, 一切自然现象都会
受到随机力的影响, 为此, 需针对具体情况在模
型中引入随机力以实现对问题的准确刻画和深

入研究 [2−5].
在统计物理中,随机谐振子常用于描述 Brown

粒子在简谐势场力作用下的运动规律,其基本形式
如下:

m
d2x
dt2 + γ

dx
dt

+mω2x(t) = A0 cos(Ω t)+η(t).

该模型用于刻画 Brown粒子在理想液体中的运动.
此时,根据 Stokes定理 [6],环境介质对 Brown粒子

的阻尼力正比于粒子的当前速度, 被建模为 γ ẋ(t);

根据耗散涨落定理 [7],环境分子碰撞 Brown粒子而

产生的涨落力 η(t)被建模为高斯白噪声. 然而,很

多物理、生物、化学系统中的环境介质常为黏性

介质 [8−11],这就使得: 1)环境分子具有一定吸附能

力,会随机地吸附于 Brown粒子,使 Brown粒子质

量存在随机涨落; 2) Brown粒子受到的阻尼力不再

仅仅取决于粒子的当前速度,而是依赖于粒子的所

有历史速度, 其运动轨迹为非 Markov 过程. 为此,

需在模型中引入刻画随机质量涨落的噪声,以及刻

画阻尼记忆性的阻尼核函数.

Gitterman等 [12−14] 在模型中引入质量涨落噪

声 ξ (t), 以刻画黏性介质所引起的随机质量涨落,

并考察其对系统动力学特性的影响:

(m+ξ (t))
d2x
dt2 + γ

dx
dt

+mω2x(t)

=A0 cos(Ω t)+η(t).

Mankin 等 [15,16] 在模型中引入幂律阻尼核函数

β (t) = |t|−α/Γ (1−α),以刻画阻尼力对历史速度的
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记忆特性,得到如下分数阶谐振子模型:

m
d2x
dt2 + γDαx(t)+mω2x(t)

=A0 cos(Ω t)+ηH(t),

也即

m
d2x
dt2 + γ

∫ t

0
β (t −u)ẋ(u)du+mω2x(t)

=A0 cos(Ω t)+ηH(t),

并据此研究了阻尼记忆性对系统共振行为的影响.
目前,对黏性介质中 Brown运动的研究 [17−19] 都是

分别围绕随机质量涨落和阻尼记忆性展开, 尚未
见对两者的联合研究.这些工作为考察黏性介质中
Brown粒子的运动规律提供了基础,更为全面、深
入的研究工作还有待继续.

本文关注黏性介质对系统共振行为的影响,为
此,在模型中同时引入了质量涨落噪声 ξ (t)和幂律
阻尼核函数 β (t),得到如下分数阶质量涨落谐振子:

(m+ξ (t))
d2x(t)

dt2 + γDα x(t)+mω2x(t)

=A0 cos(Ω t)+ηH(t).

在此基础上,推导了系统稳态响应振幅的解析表达
式, 并根据相应数值结果, 分析了随机质量涨落和
阻尼记忆特性对系统共振行为的影响,发现该系统
具有真实共振、参数诱导共振、随机共振等丰富

的共振行为,以及单峰共振、双峰共振等多样化的
共振形式. 最后, 通过仿真实验分析了仿真结果与
理论结果的符合情况,两者的一致性体现了本文研
究结果的可靠性及其对实际应用的指导价值.

2 系统模型及系统稳态响应振幅

2.1 系统模型

分数阶质量涨落谐振子可由如下随机微分方

程描述:

(m+ξ (t))
d2x(t)

dt2 + γDα x(t)+mω2x(t)

=A0 cos(Ω t)+ηH(t), (1)

其中, 0 < α 6 1, Dα 为 Caputo分数阶微分, x(t)代

表振子位移, m为振子质量, γ , ω 分别表示系统的
阻力系数和固有频率, A0 cos(Ω t)代表系统的外部

驱动信号,其振幅和频率分别为 A0, Ω .

ξ (t)表示黏性介质引起的振子质量随机涨落,

为系统外噪声. 本文将 ξ (t)建模为具有指数关联性
的对称双态噪声, 在 {σ ,−σ}, σ > 0 中取值, 满足

如下统计性质:

⟨ξ (t)⟩= 0,

⟨ξ (t)ξ (s)⟩= σ2 exp(−λ |t − s|), (2)

其中, σ , λ 分别表示噪声强度和噪声相关率.为保

证涨落质量 m+ξ (t)始终为正,噪声参数选取应满

足 σ < m.

ηH(t) 表示系统内部环境分子热运动所引起

的随机涨落力, 为系统内噪声, 满足如下涨落耗

散定理 [7]:

⟨ηH(t)ηH(s)⟩= kBT γβ (t − s)

= kBT γ
|t − s|−α

Γ (1−α)
, (3)

其中, kB 为波尔兹曼常数, T 为环境介质的绝对温

度.据此,本文将 ηH(t)建模为分数阶高斯噪声 [7],

满足如下的统计性质:

⟨ηH(t)⟩= 0,

⟨ηH(t)ηH(s)⟩= 2DH(2H −1)|t − s|2H−2. (4)

其中, D 为噪声强度. 进一步, 对比 (3) 式和 (4)

式可得

H = (2−α)/2,

D = kBT γ/Γ (3−α). (5)

最后,由于内、外噪声起源不同,本文假设 ξ (t)
和 ηH(t)互不相关,即

⟨ξ (t)ηH(s)⟩= 0. (6)

3 系统稳态响应振幅

3.1 分数阶 Shapiro-Loginov公式

Shapiro-Loginov 公式是求解含指数关联随机

系数的随机微分方程的有效工具,在求解各种物理

和工程问题中具有重要作用,其一般形式如下:

定理1 (Shapiro-Loginov 公式)[20] 若 ζ (t) 为
具有如下统计特性的零均值指数关联噪声,

⟨ζ (t)⟩= 0,

⟨ζ (t)ζ (s)⟩= Dζ λζ exp(−λζ |t − s|), (7)
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ϕ(t)是 ζ (t)的函数,则有如下的 Shapiro-Loginov公
式成立:

⟨ζ (t) d
dt

ϕ(t)⟩= d
dt
⟨ζ (t)ϕ(t)⟩+λζ ⟨ζ (t)ϕ(t)⟩. (8)

对含指数关联随机系数的整数阶随机微分方

程而言, 利用 Shapiro-Loginov 公式往往能够实现
变量统一,完成对方程的求解. 对相应的分数阶随
机微分方程, 为实现解析求解, 需将经典 Shapiro-
Loginov公式进行推广,为此,我们给出如下分数阶
Shapiro-Loginov公式.
定理2(分数阶 Shapiro-Loginov公式) 若 ζ (t)

为具有如下统计特性的零均值指数关联噪声,

⟨ζ (t)⟩= 0,

⟨ζ (t)ζ (s)⟩= Dζ λζ exp(−λζ |t − s|), (9)

ϕ(t) 是 ζ (t) 的函数, 则有如下的分数阶 Shapiro-
Loginov公式成立:

⟨ζ (t)Dα ϕ(t)⟩= e−λζ tDα(⟨ζ (u)ϕ(t)⟩eλζ t). (10)

证明 由 Caputo分数阶微分定义可得

⟨ζ (t)Dα ϕ(t)⟩= ⟨ζ (t)
∫ t

0

(t −u)−α

Γ (1−α)
ϕ̇(u)du⟩

=
∫ t

0

(t −u)−α

Γ (1−α)
⟨ζ (t)ϕ̇(u)⟩du, (11)

对 ⟨ζ (t)ϕ̇(u)⟩,由 Shapiro-Loginov公式有

d
dt
⟨ζ (t)ϕ̇(u)⟩=−λζ ⟨ζ (t)ϕ̇(u)⟩. (12)

求解方程 (12)可得

⟨ζ (t)ϕ̇(u)⟩= e−λζ |t−s|⟨ζ (u)ϕ̇(u)⟩, (13)

将 (13)式代入 (11)式有

⟨ζ (t)Dα ϕ(t)⟩

=

∫ t

0

(t −u)−α

Γ (1−α)
e−λζ (t−u)⟨ζ (u)ϕ̇(u)⟩du

=
∫ t

0

(t −u)−α

Γ (1−α)
e−λζ (t−u)

(
d⟨ζ (u)ϕ(u)⟩

du

+λζ ⟨ζ (u)ϕ(u)⟩
)

du

=e−λζ t
∫ t

0

(t −u)−α

Γ (1−α)

(
eλζ u d⟨ζ (u)ϕ(u)⟩

du

+λζ eλζ u⟨ζ (u)ϕ(u)⟩
)

du

=e−λζ t
∫ t

0

(t −u)−α

Γ (1−α)

d(eλζ u⟨ζ (u)ϕ(u)⟩)
du

du

=e−λζ tDα(⟨ζ (t)ϕ(t)⟩eλζ t). (14)

由此,定理得证.
容易验证,当 α = 1时,分数阶 Shapiro-Loginov

(10)式将退化为经典 Shapiro-Loginov (8)式. 利用
该分数阶 Shapiro-Loginov公式可实现分数阶随机
微分方程的变量统一,完成对方程的求解.

3.2 系统响应振幅

下面我们利用分数阶 Shapiro-Loginov 公式,
通过随机平均法推导系统稳态响应振幅的解析

表达式.
对模型 (1)两端取均值后结合 Shapiro-Loginov

公式可得

m
d2⟨x(t)⟩

dt2 +

(
d
dt

+λ )2⟨ξ (t)x(t)⟩

+ γDα⟨x(t)⟩+mω2⟨x(t)⟩= A0 cos(Ω t). (15)

(15) 式中出现了耦合项 ⟨ξ (t)x(t)⟩, 需另建变量
⟨x(t)⟩, ⟨ξ (t)x(t)⟩ 所满足的方程以实现对变量的
联立求解. 为此, 在模型 (1) 两端同乘 ξ (t) 后取
均值,结合 Shapiro-Loginov公式和分数阶 Shapiro-
Loginov公式给出:

m
(

d
dt

+λ
)2

⟨ξ (t)x(t)⟩+σ2 d2⟨x(t)⟩
dt2

+ γ e−λ tDα(⟨ξ (t)x(t)⟩eλ t)+mω2⟨ξ (t)x(t)⟩

=0. (16)

(15)式和 (16)式即构成了 ⟨x(t)⟩, ⟨ξ (t)x(t)⟩所满足
的如下线性微分方程组:(

m
d2

dt2 + γDα +mω2
)
⟨x(t)⟩

+

(
d
dt

+λ
)2

⟨ξ (t)x(t)⟩= A0 cos(Ω t),

σ2 d2⟨x(t)⟩
dt2 +

[
m
(

d
dt

+λ
)2

+mω2
]
⟨ξ (t)x(t)⟩

+ γ e−λ tDα(⟨ξ (t)x(t)⟩eλ t) = 0. (17)

为简化表达,记 ⟨x(t)⟩ = x1, ⟨ξ (t)x(t)⟩ = x2. 对方程
组 (17)作 Laplace变换得

d11X1(s)+d12X2(s) = A0
s

s2 +Ω 2 +d13,

d21X1(s)+d22X2(s) = d23. (18)

其中

d11 =ms2 + γsα +mω2,

d12 =(s+λ )2,

d13 =(ms+ γsα−1)x1(0)+mẋ1(0)
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+(s+2λ )x2(0)+ ẋ2(0),

d21 =σ2s2,

d22 =m(s+λ )2 + γ(s+λ )α +mω2,

d23 =σ2sx1(0)+σ2ẋ1(0)

+(ms+2mλ + γ(s+λ )α−1)x2(0)+mẋ2(0).

求解方程组 (18)可得

X1(s) =
d22

d11d22 −d12d21
A0

s
s2 +Ω 2

+
d13d22 −d12d23

d11d22 −d12d21,
,

X2(s) =− d21

d11d22 −d12d21
A0

s
s2 +Ω 2

+
d11d23 −d21d13

d11d22 −d12d21
. (19)

对 (19)式作Laplace逆变换,并记 x3(0)= ẋ1(0),
x4(0) = ẋ2(0),可得

xi(t) =A0

∫ t

0
hi0(t − t ′)cos(Ω t ′)dt ′

+
4

∑
k=1

hik(t)xk(0), i = 1,2. (20)

其中, hik(t),k = 0,1, · · · ,4的 Laplace变换 Hik(s)可

由方程组 (19)确定. 特别地, H10(s)为系统传递函

数,其具体表达式为

H10(s) =
d22

d11d22 −d12d21
. (21)

在 (20)式中,令 t → ∞,经长时间演化,系统响
应对初始条件的依赖性逐渐消失,系统逐步进入稳
定状态. 此时,系统稳态响应均值为

⟨x(t)⟩as = ⟨x(t)⟩|t→∞

= A0

∫ t

0
h10(t − t ′)cos(Ω t ′)dt ′. (22)

从信号与系统的角度, ⟨x(t)⟩as 可看作正弦信号

A0 cos(Ω t) 经传递函数为 H10(s) 的线性时不变系

统作用后的输出,因而可进一步表示为

⟨x(t)⟩as = Acos(Ω t +φ), (23)

其中, A和 φ 分别表示系统稳态响应的振幅和相移,
满足

A = |H10(jΩ)|, φ = arg(H10(jΩ)). (24)

利用 H10(s) 的表达式 (21), 可得 A 和 φ 的解析
表达式:

A = A0

√
f 2
1 + f 2

2

f 2
3 + f 2

4
,

φ = arctan
(

f2 f3 − f1 f4

f1 f3 + f2 f4

)
. (25)

其中

f1 =mω2 −mΩ 2 +mλ 2 + γrα cos(αθ),

f2 =2mλΩ + γrα sin(αθ),

f3 =(mω2 −mΩ 2 + γΩ α cos(απ/2)) f1

− γΩ α sin(απ/2) f2 −σ2Ω 4 +σ2Ω 2λ 2,

f4 =(mω2 −mΩ 2 + γΩ α cos(απ/2) f2

+ γΩ α sin(απ/2) f1 +2λσ 2Ω 3,

r =
√

λ 2 +Ω 2, θ = arctan(Ω/λ ).

4 系统稳态响应振幅的共振行为

在上一节中通过理论推导给出了系统稳态响

应振幅 A的解析表达式 (25),下面结合相应数值结

果, 讨论稳态响应振幅 A 随外部驱动频率 Ω 变化
而产生的真实共振行为,随质量涨落噪声强度 σ 变
化而产生的随机共振行为,以及随系统阻尼系数 γ
变化而产生的参数诱导共振行为.

4.1 稳态响应振幅的真实共振行为

4.1.1 质量涨落噪声对系统真实共振行为的
影响

图 1(a)给出了质量涨落噪声强度 σ = 0.1, 0.4,

0.7时的 A-Ω 变化曲线,对比发现:当 σ = 0.1时,振

幅 A表现出传统的单峰共振行为,且共振强度较大;

随着 σ 的增大, 当 σ = 0.4 时, 振幅 A 表现出明显

的双峰共振行为,此时,系统具有两个共振频率,共

振强度逐渐减弱;随着 σ 的进一步增大,当 σ = 0.7

时, 振幅 A仍然表现出明显的双峰共振行为,共振

峰位置逐渐外移,共振强度进一步减弱.

图 1(b) 给出了质量涨落噪声相关率 λ = 0.1,

0.4, 0.7 时的 A-Ω 变化曲线,对比发现: 当 λ = 0.1

时, 振幅 A表现出明显的双峰共振行为,且共振强

度较大;随着 λ 的增大,当 λ = 0.4时,振幅 A仍然

表现出双峰共振行为, 但峰值逐渐减小, 波谷逐渐

升高,双峰现象逐渐减弱;随着 λ 的进一步增大,当

λ = 0.7时,波谷进一步升高,从而形成了一个新共

振峰, 双峰现象消失, 系统恢复到传统的单峰共振

状态.
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上述结果表明: 黏性介质引起的随机质量涨
落,使得相应谐振子具有单峰共振、双峰共振等多
样化的真实共振形式;系统共振形式与质量涨落噪
声统计性质密切相关, 特别地, 噪声强度较大、相
关率较小时,系统将表现出传统谐振子所不具有的
双峰真实共振行为.

图 1 振幅 A随外部驱动频率 Ω 的变化 (m = 1, ω = 1, A0 = 1,
γ = 0.1, α = 0.6.) (a) λ = 0.1; (b) σ = 0.6

4.1.2 系统阻尼特性对系统真实共振行为的
影响

图 2(a)给出了分数阶阶数 α = 0.1, 0.4, 1时的
A-Ω 变化曲线,对比发现: 当 α = 0.1时,振幅 A表
现出明显的双峰共振行为,且第二个共振峰峰值较
大;随着 α 的增大,当 α = 0.4时,振幅 A仍然表现
出双峰共振行为, 但峰值逐渐减小, 且第二个共振
峰的减小速度更快;随着 α 的进一步增大,当 α = 1
时, 第一个共振峰逐渐增大, 第二个共振峰继续减
小直至消失,系统恢复到传统的单峰共振状态.
图 2(b) 给出了阻尼系数 γ = 0.05, 0.5, 1 时的

A-Ω 变化曲线,对比发现: 当 γ = 0.05时,振幅 A表
现出明显的双峰共振行为,且第二个共振峰峰值较
大;随着 λ 的增大,当 λ = 0.5时,振幅 A仍然表现
出双峰共振行为, 但峰值逐渐减小, 且第二个共振

峰的减小速度更快;随着 λ 的进一步增大,当 λ = 1

时,共振峰继续减小,第二个共振峰消失,系统恢复

到传统的单峰共振状态.

上述结果表明: 黏性介质引起的记忆性阻尼特

性,也能使相应谐振子具有单峰共振、双峰共振等

多样化的真实共振形式;系统共振形式与阻尼特性

参数密切相关, 特别地, 分数阶阶数和阻尼系数较

小时,系统将表现出传统谐振子所不具有的双峰真

实共振行为.

图 2 振幅 A随外部驱动频率 Ω 的变化 (m = 1, ω = 1, A0 = 1,
σ = 0.7, λ = 0.3) (a) γ = 0.6; (b) α = 0.6

4.2 稳态响应振幅的随机共振行为

图 3(a) 给出了质量涨落噪声相关率 λ = 0.1,

0.5, 1时的 A-σ 变化曲线,对比发现: 振幅 A随质量

涨落噪声强度 σ 的变化出现了明显的共振峰,也即

出现了随机共振行为;随着 λ 的增大,峰值位置逐

渐右移, 峰值先减小后增大, 也即存在某个特定的

λ 使得随机共振峰值达到最小.

图 3(b)给出了分数阶阶数 α = 0.1, 0.4, 1时的

A-σ 变化曲线,对比发现: 振幅 A随质量涨落噪声

强度 σ 的变化出现了明显的随机共振行为;随着 α
的增大,共振峰逐渐减小,峰值位置逐渐右移.
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上述结果表明: 黏性介质引起的质量涨落噪
声, 能够诱导线性谐振子产生随机共振行为. 噪声
相关率和分数阶阶数对系统随机共振的峰值位置

和共振强度都有很大影响, 特别地, 分数阶阶数越
小,系统的共振强度越大.

4.3 稳态响应振幅的参数诱导共振行为

图 4(a)给出了分数阶阶数 α = 0.1, 0.5, 1时的
A-γ 变化曲线,对比发现: 振幅 A随阻尼系数 γ 的变
化出现了明显的共振峰,也即具有参数诱导共振行
为;随着 α 的增大,共振峰逐渐减小,峰值位置逐渐
左移.
图 4(b)给出了质量涨落噪声强度 σ = 0.4, 0.5,

0.6时的 A-γ 变化曲线,对比发现: 振幅 A随阻尼系

数 γ 的变化出现了明显的参数诱导共振行为;随着
σ 的增大,共振峰逐渐减小,峰值位置逐渐右移.
上述结果表明: 黏性介质引起的记忆性阻尼特

性, 能够诱导相应谐振子产生参数诱导共振行为.
分数阶阶数和噪声强度对参数诱导共振的峰值位

置和共振强度都有很大影响, 特别地, 分数阶阶数

和噪声强度越小,系统的共振强度越大.

5 仿真实验

下面通过仿真实验, 模拟模型 (1)所描述的粒
子运动, 考察仿真结果与理论结果是否符合. 本文
后续仿真均采用预估-校正法 [21−23],具体数值计算
公式如下:

xn = x1 +Ts

n−1

∑
i=2

vi +Ts(v1 + vn)/2, (26)

这里, Ts 为采样间隔, tk = (k − 1)Ts, xk = x(tk),
vk = v(tk), v = dx/dt 表示粒子的运动速度,满足:

vn =

[
(m+ξn)v1 −

γT 2−α
s

Γ (4−α)

n−1

∑
j=1

a j,nv j

− γx1

Γ (2−α)
t1−α
n − mω2T 2

s

Γ (4)

n−1

∑
j=1

b j,nv j

−mω2x1tn +
A0

Ω
sin(Ω tn)+BH

n

]
/[

m+ξn +
γT 2−α

s

Γ (4−α)
+

mω2T 2
s

Γ (4)

]
, (27)

图 3 振幅 A随质量涨落噪声强度 σ 的变化 (m = 1, ω = 1, A0 = 1, Ω = 1.3, γ = 0.1) (a) α = 0.4; (b) λ = 0.1

图 4 振幅 A随阻尼系数 γ 的变化 (m = 1, ω = 1, A0 = 1, Ω = 1, λ = 0.1) (a) σ = 0.4; (b) α = 0.1
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其中 ξk = ξ (tk), BH
k = BH(tk),参数 a j,n 和 b j,n 的取值分别为

a j,n =


n3−α − (n+α −2)(n+1)2−α , j = 1,

(n− j+2)3−α +(n− j)3−α −2(n− j+1)3−α , 2 6 j 6 n−1,

1, j = n,

(28)

b j,n =


n3 − (n−2)(n+1)2, j = 1,

(n− j+2)3 +(n− j)3 −2(n− j+1)3, 2 6 j 6 n−1,

1, j = n.

(29)

在图 1(a) 的参数条件下, 取采样间隔 Ts =

0.01 s, 仿真时间为 3000 s, 外部驱动频率 Ω = 1.6,

仿真给出系统输出信号频域图如图 5.

图 5 系统输出信号频域图 (a) σ = 0; (b) σ = 0.6; (c) σ = 0.6

从图 5(a) 可以看出, 在无外噪声 (σ = 0) 情

况下, 系统几乎未受到任何随机扰动 (内噪声强

度 D ∼ 10−22 极其微弱, 对系统输出的影响可忽

略不计), 系统输出信号在频域上表现为驱动频率

(Ω = 1.6)处的尖峰信号.该尖峰信号代表系统对外

部驱动信号的频率响应,在时域上表现为与驱动信

号同频的正弦信号,其峰值代表系统响应幅值 A.在

仿真误差允许范围内,仿真结果 (A = 0.6714)与由

(25)式给出的理论结果 (A = 0.6730)具有一致性.

图 5(b)与 (c)显示了在同样噪声强度 (σ = 0.6)

下系统输出信号两次仿真实现的不同结果; 出现

这种差异的原因在于,噪声的引入使得系统输出存

在随机噪声基底, 进而使得驱动频率 (Ω = 1.6) 处

的响应幅值实际上是一个随机变量, 其均值由前

面理论推导表明, 为 (25) 式所代表的稳态响应振

幅 (A = 2.8379). 为在仿真上对此确认,采用Monte-

Carlo方法, 取 N 次相同条件下仿真结果的平均值

作为系统的稳态响应振幅. 在图 5(b) 的参数条件
下, 得到仿真结果随仿真次数 N 的变化趋势如图

6所示.

图 6 仿真结果与仿真次数关系图

图 6表明: 随着仿真次数 N 的增加,仿真结果
将逐渐逼近理论结果.这充分说明: 在有噪声的情
况下, 仿真结果与理论结果仍然具有一致性, 显示
了本文研究结果的可靠性及其对实际应用的指导

价值.

6 结 论

针对黏性介质中 Brown运动的典型特征: 质量
随机涨落与阻尼记忆性,本文首次提出并建立了分
数阶质量涨落谐振子模型,在此基础上深入研究了
黏性介质对系统共振行为的影响.研究表明:

1. 质量涨落噪声和记忆性阻尼力均对系统真
实共振形式具有决定性影响作用,当噪声参数和阻
尼参数在一定范围内取值时,系统将出现传统谐振
子所不具有的双峰真实共振行为.

2. 质量涨落噪声可诱导系统产生随机共振行
为, 且共振强度随分数阶阶数的增大而减小, 随噪
声相关率的增大先减小,后增大.

210503-7



物理学报 Acta Phys. Sin. Vol. 62, No. 21 (2013) 210503

3. 阻尼记忆力可诱导系统产生参数诱导共振
行为,且共振强度随分数阶阶数和噪声强度的增大
而减小.
综上所述,黏性介质以引起质量涨落和阻尼记

忆性的方式影响着系统的动力学特性. 有别于理想
介质中的 Brown运动,黏性介质中的 Brown运动具

有更丰富的动力学行为,因而也更适合于对现实复
杂问题的准确刻画. 本文的研究工作为黏性介质中
Brown 运动的研究提供了基本的理论模型和研究
方向,相应研究成果对随机共振的实际应用具有指
导作用.
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Abstract
When moving in viscous medium, the mass of a Brownian particle is fluctuant and its damping force depends on the past velocity

history. Therefore, in order to investigate the characteristics of Brownian motion in viscous medium, fractional harmonic oscillator
is proposed in this paper for the first time so for as we know. First, the Shapiro-Loginov formula is fractionized to solve fractional
stochastic differential equation with exponential correlative stochastic coefficients. Then, by using stochastic averaging method and
fractional Shapiro-Loginov formula, the analytical expression of a system’s steady response amplitude is presented and the system’s
resonant behavior is discussed accordingly. Finally, the reliability of theoretical results is tested by simulation experiments. All the
research shows that: (1) Stochastic resonant behavior can be induced by mass fluctuation noise. (2) Parameter-induced resonance can
be induced by memory damping force. (3) Under different parameter conditions, the system’s resonant forms are diverse.

Keywords: viscous medium, mass fluctuation, memory damping force, fractional harmonic oscillator

PACS: 05.40.−a, 45.10.Hj DOI: 10.7498/aps.62.210503

* Project supported by the National Natural Science Foundation of China (Grant No. 11171238), and the Science and Technology on Electronic Informa-
tion Control Laboratory, China (Grant No. 2013035).

† Corresponding author. E-mail: makaluo@scu.edu.cn

210503-9


