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前沿领域综述
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量子相空间理论已用来研究物理学、化学等有关问题,并为人们研究经典物理和量子物理的对应关系提供了

一种有力工具. 在量子相空间中,基于Wigner表象下的量子刘维尔方程,建立分子纠缠轨线力学.与经典分子力学

方法不同,分子纠缠轨线力学中的轨线不再是独立的,而是 “纠缠”在一起的,这正是体系量子效应的体现. 这种半

经典的理论方法能给出体系的量子效应及具有启示意义的物理图像.分子纠缠轨线力学被用来研究量子隧穿效应、

分子光解反应动力学、自关联函数等. 本文综述了分子纠缠轨线力学最近的发展.
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1 引 言

Wigner为修正热力学系统的量子效应提出量
子相空间理论 [1],其核心是引入了量子相空间分布
函数 (此后,人们称之为Wigner函数). 量子相空间
理论发展至今在许多领域都有广泛的应用,如在量
子光学 [2,3]、统计物理 [4]、碰撞理论 [5,6] 以及非线

性物理 [7,8] 等. 在量子光学中,基于Wigner函数引
入密度算符定义高次关联函数,讨论量子光学中的
相干现象; 在统计物理中用 Wigner 函数研究了玻
色爱因斯坦凝聚 [9]; 在碰撞理论中, Wigner函数被
用来研究粒子在无限深势阱和阶梯势能中的运动

情况,并且计算了氦原子与氢分子及氢原子和氢分
子的反应概率等; 在非线性物理中, 量子相空间理
论用来研究体系的量子混沌效应.几乎从量子力学
诞生起,量子力学和经典力学的对应关系一直是人
们关注但又晦涩的物理内容,并引起玻尔、爱因斯
坦等著名物理学家的关注. 经典物理和量子物理对
应性关系的基本表述是: 在大量子数极限下, 量子
物理学将回到经典物理学. 它还可表述为: 当普朗
克常量趋于零时, 量子物理学将回到经典物理学.
对应性原理是量子物理和经典物理的桥梁,它可以

用来联系量子物理和经典物理,为人们用半经典物
理探索量子体系提供理论基础. 量子相空间理论为
应用经典物理的理论框架研究量子物理提供了可

能性; 同时, 量子相空间有利于处理复杂的量子多
体问题 [10].
人们尝试用经典轨线分子力学研究一些物理

问题 [11]: 如用经典轨线系综描述量子相空间分布
函数 (Wigner函数),这些轨线的演化遵循相空间中
的哈密顿方程, 其轨线的演化相互独立. 用这种方
法描述量子动力学过程,在一定程度上得到了可以
和实验比较的结果 [12−22]. 经典轨线分子力学被用
来研究多种物理体系: Heller用经典轨线分子力学
研究了 ICN分子的光解过程 [21]、He–H2 碰撞动力

学 [5]; Sheppard利用经典分子力学研究了臭氧的解
离过程 [16], CH3I分子的光解过程也得到了很好的
解释 [17]. 随后经典轨线分子力学被用来考虑复杂
体系,比如电子碰撞离子化过程 [15],在Ar环境下的
碘分子光解 [13] 以及细胞分子动力学过程 [12]. 但是
这种纯经典的演化在处理量子效应比较明显的体

系时是不适用的,所以人们也发展了量子轨线方法,
如量子水动力学 [23,24]、半经典初始值表象 [25,26]、

纠缠轨线力学 [27] 等. 半经典的轨线方法在用于复
杂环境下的多维量子体系计算量要远小于精确的
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量子计算,但体系的量子效应不能很好的体现.

此外,也发展了纠缠轨线力学方法 [27]. 在该理
论方法中, 轨线的演化不在遵循经典哈密顿方程,
体系的量子效应包含在纠缠轨线方程中所含有的

Wigner 函数中. 纠缠轨线力学可把有关的量子过
程用经典轨线的形式表达出来,并给出其物理图像,
使人们可以 “直观”的认识量子现象.

本文综述了纠缠轨线力学最近的发展,并讨论
轨线的纠缠特性. 简要介绍了量子相空间理论和几
种常用的分布函数;简述了三种常见的量子轨线方
法和它们的一些运用;给出了纠缠轨线动力学的基
础理论和简要的公式推导;给出了用纠缠轨线方法
所研究的一些典型体系;对纠缠轨线方法进行了简
要讨论;最后对纠缠轨线方法做了简要总结.

2 量子相空间

量子相空间理论是量子力学的等价理论,它用
量子相空间分布函数代替波函数,对于体系的描述
是准确和完备的. 量子相空间的应用主要有两个
方面的优点 [28]: 一是相空间分布函数避免了量子
力学中复杂的算符运算,可以作为一种有效的数学
工具;二是可以根据准概率分布函数理论建立量子
轨线方程, 研究量子过程及其 “直观” 的半经典物
理图像.

量子相空间分布函数是量子相空间的理论基

础,它提供了一个理解和研究经典力学和量子力学
的对应性关系的理想桥梁. 量子相空间分布函数不
是唯一的 [29−35],几种常用的量子相空间分布函数
如下:

1) Wigner 分布函数: 它是形式上最简单运用
最广泛的量子相空间分布函数,它满足除了非负性
以外所有经典概率分布函数所满足的条件.实际上
在量子力学中由于不确定关系,不存在真正的坐标
和动量的联合概率分布函数,所以有负值的Wigner
函数是准概率分布函数. 由于在 Wigner表象中体
系的动力学方程相对简单且易于进行合理的数学

近似,所以它被广泛用来研究有关动力学问题.

2) Husimi分布函数: Husimi在 1940年提出了
用带任意参数的高斯函数对Wigner函数进行平滑
处理的相干态表示 (后来被称为 Husimi分布函数).
虽然 Husimi 分布函数在相空间中处处为正, 但是
却不满足边界条件.随后, Wigner从数学上严格证
明了满足边界条件的任何量子相空间分布函数都

不能处处为正. 但是由于 Husimi 分布函数的正定
性, 使它的相空间结构比较简单, 所以适合用来研
究相空间的非线性行为,比如混沌.

3) 标准序和反标准序分布函数: 它们的定义
是根据坐标算符和动量算符的乘积顺序的不同

来划分.
4)正则序和反正则序分布函数: 它们最初起源

于量子光学,所以其定义和性质总是和谐振子联系
在一起. 它们在量子光学领域有广泛的运用.
有些量子相空间分布函数处处为正 (如 Husimi

分布函数),有些分布函数有负值 (如Wigner函数).
已经证明: 不存在同时满足正定性和量子力学边缘
条件的分布函数. 这不是数学原因导致的, 而是由
于量子力学测不准关系的制约所致.但是用准概率
分布函数和量子力学密度算符所表示的平均值公

式是等价的,所以非正定性并不影响对物理问题的
讨论,具体的问题可以选择合适的相空间分布函数
可以使问题简化. 例如, Heller利用Wigner相空间
中的经典轨线方法计算了 ICN分子体系的光解反
应的部分横截面 [36]. 另外,他们在量子相空间中建
立了一种新的研究含时量子力学的方法 [21], 该方
法直接从实轨线系综出发构建任意初始波函数的

完整半经典格林函数演化,并用此方法计算了高斯
波包在Morse势能中的关联函数.

3 量子轨线方法

在量子力学中, 由于测不准关系的限制, 微观
粒子不允许同时具有确定的位置和动量,因而轨线
的概念是不存在的. 轨线,作为经典物理的基本概
念之一,能够给出物理过程清晰的图像.另外,对于
包含大量粒子的体系,精确的量子计算变得非常复
杂, 所以人们提出了很多近似方法, 比如经典轨线
分子力学 [11], 量子水动力学 [23,24,37−52], 纠缠轨线
理论 [53−61]等.
经典轨线分子力学是以量子相空间理论为基

础的一种动力学方法,它运用Wigner函数,通过大
量的经典轨线演化 (即满足哈密顿方程)得到系统
最终的状态. 这种理论成功的用来研究分子系统的
量子动力学过程 [27]. 但是由于在演化中,轨线是按
哈密顿正则方程演化, 忽略了体系的量子效应, 所
以该理论方法对于具有 “深度”量子效应的体系是
不适用的. 其实, 按哈密顿正则方程演化的轨线是
不满足刘维尔定理的 [62], 所以这种经典的演化近
似是明显忽略了量子效应.
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为了在经典分子力学方法中 “找回”系统的量
子效应,人们发展了其他一些半经典理论方法. 如
半经典初始值表象方法, 它基于量子力学的半经
典理论, 通过对经典轨线初始条件加和平均解决
半经典理论中非线性的边界值,得到体系的量子效
应 [25,26,63]. 量子水动力学方法, 首先由 Broglie 和
Madelung提出 [37−39], Bohm在 1952年发展成一门
系统的物理理论 [23,24]. Bohmian 轨线可以给出量
子效应的经典物理图像. 在其轨线方程中, 除经典
的作用势能外, 还含有描述量子效应的势能, 即量
子作用力. 最近, 这种方法也被推广到复数域 [50].
量子水动力学方法已用来研究了在量子物质波单

缝衍射和双缝干涉的经典物理图像；以及粒子在

晶体表面的衍射效应 [40−45]. 量子水动力学也用来
研究含时薛定谔方程的求解等 [46]. 复数域的轨线
方法给出了新颖奇特的量子纠缠经典物理图像,对
于量子漩涡现象给出了细致的解释和说明 [47−51].
基于量子相空间刘维尔方程和概率密度函数的连

续性方程, 发展了一种新的半经典理论方法, 即纠
缠轨线分子力学. 这一理论方法, 由于考虑了量子
刘维尔方程, 与经典哈密顿轨线独立演化不同, 该
演化方程的轨线间具有相互作用而 “纠缠”在一起.
纠缠轨线力学已被用来研究量子遂穿现象、分子

光解动力学以及自关联函数等 [53−55,57−60],给出了
具有一定启示意义的物理图像.

4 纠缠轨线动力学

量子力学中, 用波函数 ψ(q; t) 描述体系的性
质. 在相空间理论中, 用 Wigner函数 ρw(q, p; t)等
价描述体系的性质. Wigner函数可由波函数的傅里
叶变换得到,即

ρw(q, p, t) =
1

2πh̄

∫ +∞

−∞
ψ∗

(
q+

y
2

; t
)

ψ
(

q− y
2

; t
)

× e i py/h̄ dy, (1)

其运动方程是 [1]
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相空间密度函数满足连续性方程

∂ρw

∂ t
+∇ ·j = 0, (4)

其中 j = ( jq, jp)和∇∇∇ =
( ∂

∂q
,

∂
∂ p

)
分别表示概率流

矢量和相空间梯度算符.对照 (2)式和 (4)式得到
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∂
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(
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m
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)

−
∫
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定义量子相空间中的密度流

j = ρw ·v = ρw ·

 vq

vp

 , (6)

这样可以得到纠缠轨线力学方程 [53,54,57−60]

dq
dt

= vq =
p
m
, (7)

d p
dt

= vp =− 1
ρw(q, p)

∫
Θ(q,ξ − p)ρw(q,ξ )dξ ,

其中

Θ(q,η) =
1

2π h̄

∫ ∞

−∞

[
V
(

q+
y
2

)
−V

(
q− y

2

)]
× e−iηy/h̄

y
dy. (8)

为更好的理解方程 (7)的物理意义,对势能进
行泰勒展开

V
(

q+
y
2

)
−V

(
q− y
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)
= 2∑

n

yn

2nn!
∂ nV (q)

∂qn , (9)

其中 n = 1,3,5,7, · · · .
这样方程 (7)可写为
dq
dt

=
p
m
,

d p
dt

=−V ′(q)+
h̄2

24
V ′′′(q)

1
ρw

∂ 2ρw

∂ p2 + · · · . (10)

从 (10)式可以看出纠缠轨线方程与经典哈密顿轨
线方程不同:纠缠轨线的运动方程多了附加的量子

项
h̄2

24
V ′′′(q)

1
ρw

∂ 2ρw

∂ p2 + · · · ,这个量子项和系统整体

的状态有关. 因而其中任何一条轨线的演化都不再
是独立的, 是和其他轨线的演化相关联 (在单条轨
线的演化中有总体的概率分布函数),这种不独立性
使我们可以得到系统演化中的量子效应.图 1直观
地给出经典轨线和纠缠轨线的差别:经典轨线 (图
1(a))在相空间的演化是相互独立的,其单条轨线遵
循能量守恒定律;纠缠轨线 (图 1(b))之间存在着相
互纠缠, 轨线之间可以交换能量, 但是总能量守恒
并遵循量子菲斯特定律.
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在应用纠缠轨线方程式 (7)研究问题时, 首先
要对初始的 Wigner 函数取样. 在我们已研究的
体系中, 作为一种对 Wigner 函数的近似处理, 把
Wigner函数看成一个正定的经典概率分布函数,在
演化中利用有限的轨线系综, 运用密度核估计理
论 [64,65]拟合Wigner函数,即

ρw(q, p, t) =
1
N

N

∑
j=1

ϕ(q−q j(t), p− p j(t)). (11)

可以看出所有轨线都是平权的,这表明可以用等概
率取点方法对Wigner函数取样. 但具体计算表明,
把等概率取样用谐振子势的热环境演化以后得到

的热平衡下的取样能够更好地模拟初始分布函数.

下面具体讨论对初始函数进行取样. 取初始态
为最小不确定高斯波包

Ψ0(q,0) =
(

mω
πh̄

)1/4

e i p0q e−
mω
2h̄ (q−q0)

2
, (12)

相当于质量为 m频率为 ω 的谐振子的基态. 式中
q0 和 p0 分别表示波函数的初始位置和初始动量.
其相应的Wigner函数

ρw(q, p;0) =
1
πh̄

e
− (q−q0)

2

2σ2q
− (p−p0)

2

2σ2p , (13)

其中 σq =

√
h̄

2mω
, σp =

√
h̄mω

2
. 取样时,首先根据

(13)式,分别在 q和 p方向上等概率的选择 N 个格

点, 这样就可以得到 N ×N 个的初始轨线位置. 根
据 Fokker-Planck方程将其演化到稳定的热平衡态

q̇ j =
p j

m
,

ṗ j =−U ′(q j)− γ0 p j −mγ0kBT
1

ρw
∂ρw

∂ p
, (14)

式中 γ0 是系统的摩擦系数, 它控制系统达到平衡
态的快慢, 不会影响最终的分布, 热平衡态的表
达式为

ρw
eq(q, p) = Z−1 e−H(q,p)/kBT

= Z−1 e−(p2/2m+kq2/2)/kBT

= Z−1 e−
p2

2mkBT − kq2
2kBT , (15)

其中 Z为归一化系数. 对比 (13)和 (15)式得到 (14)
式中的参数 k = m−1(σp/σq)

2 和 mkBT = σ2
p . 对比

热平衡演化前后系综拟合的初始分布 (如图 2) 可
以明显的看出稳定的热平衡态轨线系综拟合函数

与解析表达式的差值的绝对值总和小于矩形轨线

系综拟合函数与解析表达式的差值的绝对值总和.
另外, 也可以用正则取样方法. 正则取样方法

的结果在图 3中给出:发现正则取样方法得到的初
始分布函数也不如热平衡态轨线系综更能合理地

表示初始分布函数. 另外, 也可以考虑其他的取样
方法,如伪随机系综取样 [66]. 把这些初始点代入方
程 (7)演化就可以得到体系的动力学性质.

图 1 经典轨线和量子纠缠轨线的对比示意图 [53]

5 几个应用

纠缠轨线力学可以很好的反应出体系的量子

效应,给出它们直观的物理图像.并且,该理论方法

提供了一个新的视角去研究量子物理过程,下面给

出几个应用例子.

5.1 三阶势

我们首先考虑一个粒子在三阶势阱中的情况.

势能取为

V (q) =
1
2

mω2q2 − 1
3

bq3, (16)
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其中 m = 2000, ω = 0.01, b = 0.2981. 该势能在
q† = 0.6709处有一个势垒. 该势能可很好的模拟质
子在其二个亚稳态之间的跃迁过程,这是一个量子

效应明显的动力学过程 [27]. 应用纠缠轨线力学研
究在该势垒的不同初态下反应概率,得到和精确量
子力学符合很好的结果 [57],如图 4所示.

图 2 (a)表示精确Wigner函数与矩形轨线系综拟合的初始Wigner函数的差值; (b)表示精确Wigner函数与热平衡态轨线系综拟合的
初始Wigner函数的差值

图 3 (a)表示Wigner函数进行正则取样得到的轨线系综的初始分布; (b)表示Wigner函数的解析表达式与正则取样轨线系综拟合的
初始Wigner函数的差值

图 4 给出了不同初始能量下三次项体系反应

概率随时间的变化. 实线是精确量子力学的结果,

红色的点化虚线是用微分方法的纠缠轨线,蓝色的

虚线是微分积分方程的结果,可以看出微分积分的

方法使结果更加精确,纠缠轨线的微分积分方程对

于普遍势能的运用是很成功的.

图 5 给出了在三次项势能的体系下的三种不

同初始能量的轨线,给出了纠缠轨线在相空间的轨

迹, 从上到下分别是能够穿越势垒的轨线, 通过长

时间演化得到能量穿越势垒的轨线,一直囚禁在势

垒中的轨线, 图 5(b), (d), (e) 是其对应的能量变化

情况. 由图可以看出中间图就是量子遂穿效应的体

现,能量低于势垒的轨线通过和其他轨线相互作用,

得到能量穿越势垒. 这给出了系统中量子遂穿效应
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的经典解释,即纠缠轨线纠缠在一起能量可以相互

交换,能量低于势垒的轨线可以通过借取其他轨线

的能量来穿越势垒. 纠缠轨线相对于经典轨线结果

更加精确,并能抓住重要的量子效应—–量子遂穿.

经典轨线能量低于势垒的轨线将永久的被囚禁于

势垒之中, 但是对于纠缠轨线, 那些能量低于势垒

的轨线可以从其他的轨线中借取能量穿越势垒,即

量子遂穿效应.

虽然纠缠轨线方程的微分形式 ((10) 式) 可以

对简单的势能可得到较好的结果,但是对于泰勒展

开有无限阶项的势能体系,其展开形式有足多限制,

如计算量、收敛性等. 所以适用于普遍势能的微分

积分方程 ((7)式)是必要的, 这使纠缠轨线更具有

实用性. 对一维情况下的量子遂穿现象,应用 (7)式

研究了对称势和非对称势 Eckart势的情况,得到了
很好的结果, 并详细讨论了不同轨线的演化, 量子
遂穿的物理图像 [57].

图 4 精确量子方法,纠缠轨线积分方法和微分方法计算三次
项势的反应概率 [57]

图 5 在三次项势能下三种不同能量轨线的相空间轨线和能量对应图 [57]
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5.2 自关联函数

量子力学中,体系的波函数会随着时间的演化
逐渐扩散和坍缩,这使得真实体系的波包动力学复
杂化. 量子体系有类似于经典周期形式的运动,也
就是说该体系的波函数短时间内就会全部或者部

分回到初始态, 称为量子回归现象 [67−69]. 人们分
别从理论 [67] 和实验上 [70,71] 研究了里德伯电子波

包的动力学性质, 发现量子回归现象. 体系的自关
联函数能很好的反映出波包动力学的性质,并且是
实验上可以测量的参数. 通过研究体系长时间的关
联函数,可讨论量子回归现象 [72,73]. 在量子力学中,
关联函数定义为 [74]

C(t) = |⟨ψ(t)|ψ(0)⟩|. (17)

在相空间中运用 Wigner 函数, 自关联函数可
写成 [75]

C(t) =
√∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
2πρw(q, p;0)ρw(q, p; t). (18)

考虑到Wigner函数的拟合公式 (11)其中

ϕ(q, p) =
1

2πhqhp
e
− q2

2h2q
− p2

2h2p . (19)

自关联函数可以写成 [76]

C(t)2 =
1

N2hqhp

N

∑
j=1

N

∑
i=1

e
−

(q j(t)−qi(0))
2

2h2q
−

(p j(t)−pi(0))
2

2h2p

≡
N

∑
j=1

c j(t)2, (20)

其中

c2
j(t) =

1
N2hqhp

N

∑
i=1

e
−

(q j(t)−qi(0))
2

2h2q
−

(p j(t)−pi(0))
2

2h2p . (21)

从中我们可以看出它是由单条轨线的贡献相

加得到的,这就能区别单条轨线的贡献大小.
以三次方势能作为例子,计算了体系的关联函

数, 如图 6所示. 图中分别分别基于精确量子力学
(蓝色实线),纠缠轨线分子动力学 (红色虚线)和经
典轨线 (黑色虚线)三种方法,计算了这个体系的自
关联函数. 可以看出基于纠缠轨线动力学与精确量
子力学计算结果符合的非常好.初始时刻关联函数
最大值为 1.0,也就是波包位于初始位置,随时间演
化关联函数幅值迅速下降到达最小值,然后又上升
到最大值接着又开始下降, 类似于准周期运动, 这
期间展现出量子部分回归现象.从图中还可以看出
纠缠轨线分子力学方法模拟的关联函数峰的位置

与量子力学结果符合的比较好,而基于经典轨线方
法的关联函数峰的出现时间明显比另外两种方法

要早. 这是因为,在演化过程中经典轨线是相互独
立的, 初始能量大的轨线演化要快, 这些轨线较早
的到达势垒然后 “反弹”回来,所以反映在关联函数
上就是峰出现的时间要早一些. 对于纠缠轨线而言,
轨线系综作为一个整体向前演化,所以初始能量大
的轨线由于受能量小轨线的牵扯作用,而传播的没
这么快,那么反映在关联函数峰的时间就稍微慢一
些. 另外一点就是, 基于经典轨线方法的关联函数
幅值比另外两种方法明显偏大.从反应概率图形中
就明显看出来,当时间 t > 500时,经典轨线就不再
穿越势垒,也就是有更多条轨线被囚禁在势垒左侧,
就相当于波包有更大部分在初始位置附近运动,那
么反映在关联函数上就是其幅值要更大一些. 而对
于纠缠轨线分子动力学来说, 随着时间的演化, 有
许多轨线还会由于量子隧穿效应而越过势垒,也就
是存在于初始位置附近的轨线数量就减少了,那么
反映在关联函数上就是其幅值相对于经典轨线方

法要小些. 需要特别说明的是, 目前基于轨线系综
模拟方法计算出来的关联函数的最小值要比量子

力学结果稍微大一些,其原因是在具体的数值计算
时,我们对Wigner函数作了的正定假设,并不能完
全表示出体系的量子效应.

图 6 自关联函数随时间的变化 [76]

图 7 给出了相空间中两种不同的轨线及其对
应的关联函数. 图 7(a)表示囚禁轨线随着时间的演
化,当其到达距离Wigner函数最近的位置 A1,那么
相应地在关联函数上出现第一个峰. 同样地随着时
间的演化,轨线依次经过 A2, A3, A4,那么在关联函
数中出现相应的峰标,记为 A2, A3, A4. 值得注意的
是因为 A1, A2, A3, A4 离 Wigner 函数中心位置的
距离逐渐变大,所以相应关联函数峰的高度逐步递
减. 这表明轨线离初始波包中心位置越远, 与初始
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波包的叠加部分越小, 关联函数就变小. 同样在图

7(b)表示反应轨线随时间演化, 3次经过距离初始

Wigner函数中心最近的位置标记为 B1, B2, B3, 相

应地,在关联函数中会产生 3个峰. 因为 B1, B2, B3

的位置距离很近,所以它们相应关联函数的幅值大

小基本一样, A1, A2, A3, A4 相互距离较远,关联函

数峰值大小有明显变化. 显然反应轨线随时间演化

会越过势垒, 然后跑到很远的地方, 此时该条轨线

相应的关联函数幅值降为零.
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图 7 (a), (b)不同初始态的相空间轨线演化,初始Wigner函数
的等高线放在图中供参考; (c)两条轨线相对应的关联函数及其
峰所在位置 [76]

5.3 高维情况

随着计算机的快速发展,对于较简单体系进行

精确量子力学变得越来越容易,但是对于复杂的量

子多体体系还是很困难.发展不同的半经典方法目
的之一就是对于复杂体系可以简化数值计算,并得
到具有量子效应的结果. 在本小节, 讨论纠缠轨线
方法对于高维势能体系的适用性.
高维情况下

N

∑
n=1

∂ jpn

∂ pn
=−

∫ ∞

−∞
· · ·

∫ ∞

−∞
dξ1 · · · dξNJ(q,p−ξ)

×ρw(q,ξ). (22)

由于相空间中的刘维尔方程规范不变性原理,动量
部分存在无数种不同的分法,由此定义的纠缠轨线
方程也不是唯一的. 但是由于这些不同的分法都是
对应于同一个量子刘维尔方程, 在物理上, 不同的
分法并不影响计算结果.所以,从数值计算的角度,
可以选择一种便于数值计算的分配方案,这同时也
反映了纠缠轨线力学的稳定性. 一般说来, 为了简
化,纠缠轨线方法可设定先选的几维动量微分积分
方程的积分变量中只含有其相对于的坐标变量,然
后把剩余的部分,放在最后一维中.
基于这种分配方案,研究了二维情况下 Eckart

势的量子遂穿现象.选取 Eckart势能

V (q1,q2) =Vasech2(aq1)

+
1
2

Vb[q2 +Vc(q2
1 −1.0)]2, (23)

其中 Va = 0.00625, Vb = 0.0106, Vc = 0.4, a = 0.5 .
图 8是二维体系随时间演化的反应概率,取了二个
不同能量的初始态, 实线是纠缠轨线的结果, 黑色
虚线是精确量子力学的结果,红色的是量子水动力
学的结果,绿色的是经典轨线分子力学的结果.
应当指出的是也可以把全部方程选为对称的

形式.
作为高维情况的第二个例子,我们选择在实验

和理论上已经被各种方法广泛研究的水分子的第

一激发态的光解动力学 [77−84],计算了真实水分子
的光解反应截面. 图 9是水分子第一激发态的反应
截面, 可以看出相对于经典轨线分子力学, 纠缠轨
线力学更加符合精确量子计算的结果,反映了系统
的量子特性.

6 简要讨论

经典轨线分子力学方法之所以能够受到重视

很大一部分原因是对于高维体系在计算时其耗时

是线性增加的, 而精确量子力学成指数增加. 那
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么对于纠缠轨线力学其耗时又是怎么样的呢? 我
们研究了二维体系和一维体系的耗时关系. 图 10
给出了基于纠缠轨线力学计算四个模型所需要的

计算时间, 其中二个一维模型是对称 Eckart势 (点
画线) 和反对称 Eckart 势 (实线), 二维体系用的是
模型 I(虚线)可分离的势能和模型 II(点虚线)二维
Eckart势,演化 2000原子单位时间,相应计算机耗
时分别为 13325, 14970, 25767 和 24740 s, 可以看
出二维模型的耗时大约为一维模型的 1.7倍 (本次
工作所用计算型号为 Inter(R)Core(TM)2 Quad cpu
Q84002.66 GHz). 纠缠轨线力学对于高维体系计算
耗时是线性增长的,这使它在处理高维复杂问题时
有优势.

图 8 二维体系中不同方法模拟的反应概率 [59]

图 9 水分子第一激发态的总的光解反应截面 (a) t =

1100 (a.u.) 时间的结果; (b) t = 1500 (a.u.) 时间的结果 [60]

另外, 对于很多半经典的方法, 它的量子效应
随着时间的演化而逐渐消失,即时间演化足够长后,
粒子相隔足够远时, 量子效应随之消失. 对于纠缠
轨线力学,体系的量子效应并不随着粒子间的距离
增大而消失,这正是量子非局域性的体现.
为表现纠缠轨线的这一特性,选取初始态时轨

线很接近,随着时间演化,所有的轨线都彼此散开,

即所有的粒子都相互离散. 这里, 为了直观的反映

轨线的量子特性,用微分形式的纠缠轨线方程,即

d p
dt

=−V ′(q)+
h̄2

24
V ′′′(q)

1
ρw

∂ 2ρw

∂ p2 + · · · (24)

在具体数值计算中,用高斯函数代替 δ 函数. 为简

洁,只取量子效应一阶项的情况

Q =
1

ρw
∂ 2ρw

∂ p2

=
∑N

j=1

{ 1
4βk

[pk(t)− pk j(t)]2 −
1

2βk

}
Z j

∑N
j=1 Z j

=− 1
4β 2

k

∂ ln
(

∑N
j=1 Z j

)
∂βk

− 1
2βk

=
1

4β 2
k

∂ lnρw

∂βk
− 1

2βk
, (25)

其中

Z j =
n

∏
k=1

e−αk(qk(t)−qk j(t))2−βk(pk(t)−pk j(t))2
,

αk =
1

2h2
qkσ2

qk
,

βk =
1

2h2
pkσ2

pk
. (26)

(25) 式包含二项: 第一项是非定域项, 第二项

是常数项. 由非定域项
1

4β 2
k

∂ ln(ρw)

∂βk
可以看出, 与

粒子间的距离无关 (非定域要求).

图 10 二维情况下和一维情况下计算机耗时的比较

选取三阶势能体系作为具体计算的例子,体系

中包含 10条轨线,随着时间的演化轨线彼此散开,

我们讨论该体系量子力随时间的变化. 由图 11可

以看出这个量子力并没有随着时间的增大而消失,

而是一直存在于体系中,这也表明纠缠轨线可表征

量子效应的非定域性.
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图 11 特殊体系的量子效应随时间的变化

更简单地,对二条轨线的情况下,量子力是

Q =
1

β 2
k h4

qk
[pk2(t)− pk1(t)]2 −

1
βkh2

pk
. (27)

可以看出它只取决于二个粒子之间的动量差, 而
与其间的距离无关,其相互作用一直存在. 即使它
们运动相距无穷远而且相对静止, 其间的量子力
Q =− 1

βkh2
pk
也不为零,这就是量子非局域性.

7 结 论

量子纠缠轨线方法是一种新的可以描述体系

量子效应的半经典方法, 已被用来研究量子遂穿、
分子光解等量子动力学现象.这种方法在运用于多
体体系时,计算所耗时间是近似线性增长而不是精
确量子力学方法的指数形式增长,这表明它对于复
杂的量子体系有广阔的运用前景. 另外, 纠缠轨线
力学研究量子系统动力学过程时可以给出其相应

的直观的物理图像.
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Abstract
Quantum phase space theory is widely used to investigate physical, and chemical questions. It gives us a powerful tool to study

the relations between the classical and quantum world. In quantum phase space theory, entangled molecular dynamics method is
developed based on quantum Liouville equation. It is different from classical Hamilton dynamics, the trajectories are entangled i.e.
not independent with each other. The quantum effect in the system can be described using the semiclassical theory, and give a vivid
physical picture. The quantum tunneling, photodissociation, and self-correlation are investigated using the entangled trajectory. In this
paper, we review the recent development in this field.
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