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自由膨胀准二维玻色-爱因斯坦凝聚中的

密度-密度关联*
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利用Madelung变换,考虑密度和相位涨落,给出了准二维玻色-爱因斯坦凝聚体的有效拉格朗日密度函数和波

函数量子涨落的算符化表示,计算了凝聚体在去除约束势场自由膨胀时两点之间的密度-密度关联函数,结果表明在

长波极限下,两点之间的密度关联函数正比于波数 k,而在短波极限下,密度关联函数趋近于一个常数.
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1 引 言

近年来,玻色-爱因斯坦凝聚 (BEC)的非线性动

力学现象引起了人们的广泛兴趣,如非线性 Joseph-

son 振荡 [1−3], Landau-Zener 隧穿 [4,5], Rosen-Zener

跃迁 [6,7],动力学不稳 [8,9],自囚禁现象 [10−12]等. 这

些工作大部分研究了 BEC 在平均场近似下的行

为, 忽略了量子涨落对系统动力学行为可能造成

的影响. 而在非线性情况下, 系统动力学演化过程

中往往会伴随有量子涨落放大和准粒子产生 [13],

量子涨落很可能会极大的改变系统的动力学行

为 [1,12−14]. 例如,被约束在简谐势阱中的玻色凝聚

体,当突然去除约束势场时,凝聚体会急剧膨胀,原

来凝聚体中的热涨落和量子涨落会转变成密度涨

落 [15],内部的声子会失去原来集体激发的特性,短

波声子的能量和动量会转移到单个原子的运动中,

而长波声子在膨胀的凝聚体中依然可以以密度涨

落的形式存在, 在这个过程中, 凝聚体不同位置之

间会产生密度-密度关联. 通过数值模拟,发现对弱

的排斥作用的 BEC 有自相似膨胀, 但对强的排斥

作用, 发现在表面由于耗散而自发形成激波. 不同

于经典的黏性流体,量子流体中可以产生径向膨胀

的密度波 [16],这些有趣的非线性效应,在超冷碱金

属原子气体中还没有被观察到.

飞行时间法 (time of flight)是测量微观物体位

置和速度的常用方法, 实验室中第一次确证玻色-

爱因斯坦凝聚的获得就是利用飞行时间法观察到
87Rb原子团各向异性的自由膨胀 [17], 这是因为冷

原子气体的密度分布在 Thomas-Fermi近似下是翻

转的抛物线形, 气体在各向异性简谐势场中有非

对称的速度分布, 而通常凝聚体在去除约束势场

后的膨胀是自相似的 [16,18−20]. BEC在去除约束场

后的自由膨胀,与宇宙早期的暴胀过程也有一定的

类似之处,已有不少文献利用模拟弯曲时空引力场

的研究方法考察 BEC的自由膨胀时的量子关联结

构 [21−23], 声子蒸发 [13], 类似霍金辐射 [24−27] 等量

子现象.

本文从被囚禁的二维玻色系统的拉氏函数出

发, 考虑密度和相位的涨落, 得到了凝聚体的有效

拉格朗日密度函数; 通过哈密顿量对角化方法, 给

出了凝聚体涨落的算符表示,并在共动坐标系下计
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算了凝聚体自由膨胀过程中两点之间的密度 -密度

关联.

2 玻色-爱因斯坦凝聚的声子模

2.1 有效拉氏函数

对于准二维玻色-爱因斯坦凝聚,纵向的约束势

场远大于横向约束势场,即 ωz ≫ ω⊥, ω⊥ 为 x或 y

方向的横向频率, ωz 是 z方向的势阱频率,系统的

拉格朗日密度函数为

L =
ih̄
2
(
ψ̇ψ∗− ψ̇∗ψ

)
− h̄2

2m

∣∣∇⊥ψ
∣∣2

−Vext
∣∣ψ∣∣2 − g

2

∣∣ψ∣∣4, (1)

其中 m 是玻色子的质量, g = g0/
√

2πaz 是准二

维玻色-爱因斯坦凝聚的非线性耦合系数, g0 =

4πh̄2as/m为三维玻色气体的相互作用常数, as为原

子间低能 s波散射长度, az =
√

h̄/mωz 为纵向约束

势场等效谐振子长度.为简单起见,采取 Madelung

变换, ψ =
√ρ e iθ ,其中凝聚体密度 ρ = ρ0 +δρ ,相

位 θ = θ0 + δθ , ρ0 = µ/g, θ0 = −µt/h̄是凝聚体基

态的密度和相位, δρ 和 δθ 分别对应密度和相位
涨落, µ 为单粒子化学势. 代入到拉氏密度函数,在

Thomas-Fermi 近似下得到含二阶小量的拉氏密度

函数为 L = L0 +L1 +L2 +L3. 其中 L0 为纯凝聚部

分的拉氏函数,为一常量, L1 含密度和相位的一阶

涨落,其平均值为 0, L3 为三阶涨落项,此部分可以

忽略. 因此, 对涨落起主要作用的是含二阶小量的

部分,其表达形式为

L2 =−δρ
[
δ θ̇ +υ0 ·

(
∇⊥δθ

)]
− h̄2ρ0

2m

[(
∇⊥δρ

)2

4ρ0
+
(
∇⊥δθ

)2
]
− g

2
δρ2, (2)

式中 υ0 = h̄∇θ0/m为凝聚体的速度.上式对 δρ 变
分可得到密度涨落和相位涨落之间的关系

gδρ +δ θ̇ +υ0 ·∇⊥δθ − h̄2

4mρ0
∇2
⊥δρ = 0, (3)

若假设凝聚体的密度起伏足够平滑,最后一项可以

忽略.代入到 (2)式得到仅由相位涨落所表示的有

效拉氏密度函数

Leff
2 =

1
2g

(
δ θ̇ +υ0 ·∇⊥δθ

)2 − h̄2ρ0

2m

(
∇⊥δθ

)2
. (4)

2.2 哈密顿量对角化

在动量空间中, 对密度和相位涨落做 Fourier

变换

δρ =∑
k

δρk e ik·r,

δθ =∑
k

δθk e ik·r, (5)

式中 r 为粒子在坐标空间的位矢, k为对应动量空

间的波矢. 在静态近似下 υ0 = 0(纯凝聚部分可以认

为速度为 0), 由 (3) 式得, δρk = −
(

g+
h̄2ρ0

4m

)
δ θ̇k,

系统的拉氏函数为

L =
V
4 ∑

k

[(
g+

h̄2k2

4mρ0

)−1

δ θ̇kδ θ̇−k

− ρ0h̄2k2

m
δθkδθ−k

]
, (6)

其中 V 是准二维玻色-爱因斯坦凝聚体的体积. 取

广义坐标

qk =
δθk√

2
V

(
g+

h̄2k2

4mρ0

) , (7)

系统的拉氏函数变为

L = ∑
k

[
q̇2

k
2
+

ρ0h̄2k2

m

(
g+

h̄2k2

4mρ0

)
q2

k

]
. (8)

定义广义动量 pk =
∂L
∂ q̇k

,则系统的哈密顿函数

H =−L+∑
k

pkq̇k

=∑
k

(
p2

k
2
+

1
2

ω2q2
k

)
, (9)

其中 ω = k

√
µ
m

(
1+

h̄2k2

4mµ

)
, 即为流体中著名的

Bogoliubov 色散关系式. 引入准粒子的产生湮没

算符为

ak =

√
ω
2h̄

(
qk + i

pk

ω

)
,

a†
k =

√
ω
2h̄

(
qk − i

pk

ω

)
, (10)

可将系统的哈密顿函数对角化,

H = ∑
k

h̄ω
(

a†
kak +

1
2

)
.

从而,密度和相位涨落算符可写为

δ θ̂k =

√
1

V ω

(
g+

h̄2k2

4mρ0

)(
ak +a†

k

)
,
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δ ρ̂k =i

√
ω
V

(
g+

h̄2k2

4mρ0

)−1(
ak −a†

k

)
. (11)

若把凝聚体的场算符写成 ψ̂ = ψ0 + ψ̂ ′ =
√ρ e iθ

的形式, 式中 ψ0 是凝聚部分波函数, ψ̂ ′ 是涨落

部分对应算符, 则 δ ρ̂ = ψ∗
0 ψ̂ ′ +ψ0ψ̂ ′∗, ψ̂ ′ = χ̂ ′ =

ψ0
(
δ ρ̂/2ρ0 + iδ θ̂

)
. 在 Thomas-Fermi近似下, 凝聚

体涨落的湮灭算符可表示为准粒子的产生、湮没

算符.

χ̂k =i

√
1
V

[
1
2

√
ω
ρ0

(
g+

h̄2k2

4mρ0

)−1(
ak −a†

k

)
+

√
ρ0

ω

(
g+

h̄2k2

4mρ0

)(
ak +a†

k

)]
. (12)

3 两点间的密度-密度关联

当约束势场随时间变化时,凝聚体的密度和相

互作用也是时间依赖的函数. 引入随凝聚体共动的

空间坐标 ζ = r/b(t), 时间坐标 τ(t) =
∫ t dt ′

b2(t)
, 其

中标度函数 b(t)在初始时刻 t = 0时, b = 1,在任意

t 时刻满足 b̈(t)+ω(t)b2(t) = ω2
0/b3(t). 式中 ω0 是

凝聚体约束势场的初始频率, 当去掉约束势场, 凝

聚体自由膨胀时, Vext = 0, b(t)正比于时间 t. 对二

维玻色凝聚体,凝聚体波函数可表示为 [22]

ψ0(r, t) =
1

b(t)
χ0
(
ζ,τ

)
e iθ(r,t),

ψ̂ ′(r, t) =
1

b(t)
χ̂ ′(ζ,τ)e iθ(r,t). (13)

假设密度 ρ0(t) =
ρ0

b2(t)
, 则标度化后的波函数

χ0
(
ζ,τ

)
和 χ̂ ′(ζ,τ)的运动方程

ih̄
∂ χ0

∂τ
=

[
− h̄2∇2

2m
+

1
2

mω2
0 ζ 2

]
χ0

+g
[∣∣χ0

∣∣2 +2n′
]
χ0,

ih̄
∂ χ̂ ′

∂τ
=

[
− h̄2∇2

2m
+

1
2

mω2
0 ζ 2

]
χ̂ ′

+2g
[∣∣χ0

∣∣2 +n′
]
χ̂ ′+gχ2

0 χ̂ ′†. (14)

上述方程与标度函数 b(t)无关,其中 n′
(
ζ,τ

)
=⟨

χ̂ ′†(ζ,τ)χ̂ ′(ζ,τ)⟩. 因此在共动坐标系中, 只需求

解势场恒定的情况,然后通过 b(t)的演化方程就可

以得到任意时刻势场变化情况问题的解.

在共动坐标系下,密度涨落算符

δ ρ̂
(
ζ,τ

)
=
[
χ∗

0
(
ζ,τ

)
χ̂ ′(ζ,τ)

+χ0
(
ζ,τ

)
χ̂ ′†(ζ,τ)]/b(t). (15)

在 Thomas-Fermi近似下,取凝聚体凝聚部分波函数

χ0
(
ζ,τ

)
=

√
µ/ge−iµτ/h̄,涨落部分算符 χ̂ ′(ζ,τ) =

∑
k

χ̂k e−iµτ/h̄ cos
(
k · ζ

)
, 则在凝聚体自由膨胀过程

中两点之间的密度-密度关联所引起的相对密度涨

落大小为

C2(k) =
∫ ⟨

δ ρ̂(0,τ)δ ρ̂
(
ζ,τ

)⟩
ρ2

0 (t)
e ik′·ζ d2ζ

=
∫ g

µ

⟨
∑
k

(
χ̂k χ̂k + χ̂k χ̂†

k + χ̂†
k χ̂k

+ χ̂†
k χ̂†

k

)
cos

(
k ·ζ

)⟩
e ik′·ζ d2ζ

=
gh̄k

µ
√

4mµ + h̄2k2
. (16)

由上式可知, 对准二维玻色 - 爱因斯坦凝

聚体, 在长波极限下, 两点间的密度关联函数正

比于波数 k, 而在短波极限下, 密度关联函数趋

近于一个常数 g/µ . 为了形象地理解相对密度

涨落大小随波数的变化规律, 我们给出了标度

化后的 C′
2(k) = C2(k)/(g/µ) 随标度化后的波数

k′ = k/(
√

mµ/h̄)的变化趋势图 (见图 1).

图 1 标度化后的相对密度涨落大小 C′
2(k)随标度化后的波数

k′ 的变化趋势图

在一般情况下, 对二维玻色-爱因斯坦凝聚体,

相互作用强度 g=
2
√

2πh̄2as

maz
,恢复长度 ξ =

h̄√
2mµ

,

对波数为 k = 2π/ξ 的声子模,在相体积中由涨落所

引起的相对密度涨落大小为 C2(k)/ξ 2 = 4
√
πas/az.

取典型的二维玻色-爱因斯坦凝聚的实验值 [28] as =

2.8 nm, az = 0.746 µm,可以得到C2(k)/ξ 2 = 2.66%.
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4 结 论

本文研究了准二维玻色-爱因斯坦凝聚体自由

膨胀时两点之间的密度-密度关联. 在推导过程中

考虑了密度和相位涨落,给出了准二维玻色-爱因斯

坦凝聚系统的有效拉格朗日密度函数和量子涨落

的算符化表示, 计算结果表明在长波极限下, 两点

间的密度关联函数正比于波数 k,而在短波极限下,

密度关联函数趋近于一个常数, 并应用实验参数,

计算了由涨落所引起的相对密度涨落大小,为进一

步的实验设计提供了思路.
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Abstract
The effective Lagrangian density function and the quantum fluctuation of the wave function in the form of quantized operators

are presented for a quasi two-dimensional Bose-Einstein condensate by means of Madelung transformation. This paper calculates the
two-point density-density correlation function of the condensate during its free expansion after its confinement potential is removed.
Results show that the two-point density-density correlation function in the long-wave limit is proportional to the wave number k and it
tends to be a constant in the short-wave limit.
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