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关于海森堡反铁磁链材料 LiVGe2O6有限温度

相变的理论研究*
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自旋 s = 1的海森堡反铁磁链材料 LiVGe2O6 的磁化率以及核磁共振实验表明该材料在临界温度约为 22 K时

由顺磁相转变为反铁磁 Néel相,且低温磁激发谱存在能隙.本文在已有模型哈密顿量的基础上提出了一个低能场论

模型—–Ginzburg-Landau理论来描述这一反铁磁链材料,并运用这一理论讨论了 LiVGe2O6 由于自发对称性破缺导

致的有限温度相变及相应的磁化率变化情况,理论计算很好地解释了现有的实验结果.
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1 引 言

1983年, Haldane预言整数自旋的海森堡反铁

磁链体系的第一激发态与基态之间存在能隙, 而

半整数自旋的海森堡反铁磁链的磁激发谱由于拓

扑项的存在导致能隙消失 [1,2]. 此后, 整数自旋的

海森堡反铁磁链系统逐渐成为凝聚态物理的研究

热点. 实验上,Haldane所预言的能隙已在多种自旋

s = 1的反铁磁链材料中被观测到,例如 CsNiCl3 [3],

NENP[4,5], AgVP2S6
[6] 以及 Y2BaNiO5

[7,8]. 最近,

s = 1 的反铁磁链材料 LiVGe2O6 表现出一些特

殊的性质, 引起了人们的极大兴趣. LiVGe2O6 属

于碱金属辉石族化合物. X 射线衍射实验表明

LiVGe2O6 属于单斜晶系,空间群为 P21/c. 晶格参

数 a = 9.863 Å, b = 8.763 Å以及 c = 5.409 Å[9,10]. 从

Li+, Si4+和 O2−的最常见氧化态考虑, V离子显示

+3价. V的外层电子排布为 3d34s2,除去被氧化的

三个电子,根据洪特定则, V3+ 的 3d壳层的两个电

子的总自旋 s = 1. 在 LiVGe2O6 中,正八面体原子

团 VO6通过共边键接形成链状结构,而相邻链之间

则通过正四面体原子团 GeO4 共点键接,因此链间

相互作用相对链内相互作用来说很小,两者之比约

为 0.03[11,12].

LiVGe2O6 粉末的磁化率测量结果显示, 磁化

强度经过转变温度约 22 K 后迅速下降, 且在低

温下磁激发谱存在能隙 [9]. Millet 等人建议, 材料

LiVGe2O6 中可能存在异常大的四次交换相互作用

导致磁激发谱的 Haldane能隙消失,然后这个无能

隙的整数自旋链体系在温度为 22 K时通过二聚作

用产生自旋 Peierls相变 [9]. 自旋 Peierls相变的发

生与系统晶格畸变紧密相关,近年来反铁磁链材料

中的自旋 Peierls相变日益受到人们的重视 [13−15].

但是最近 7Li核磁共振 (NMR)实验结果表明,所观

察到的相变不是自旋 Peierls相变,且得到的低温相

是反铁磁相 [16]. 在转变温度附近的中子衍射以及

X射线衍射实验也表明在转变温度以下 LiVGe2O6

确实具有反铁磁长程序,且没有证据表明相变伴随

着结构畸变 [11]. 为了解释 LiVGe2O6的这些奇特性

质, Vonlanthen 等人提出了一个新的理论模型 [17].
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系统的哈密顿量为

H = J ∑
i

Si ·Si+1 + J′ ∑
<i, j>

Si ·S j −Ez ∑
i

S2
i,z, (1)

其中 J 和 J′ 分别代表链内和链间交换能的耦合常

数. 对于 LiVGe2O6,我们有 J ≈ 45 K和 J′ ≈ 1.4 K.

由于 J′ ≈ 0.03J, 我们将在以下分析中略去链间耦

合的影响. Ez 为伊辛项系数且 Ez > 0. 我们将基

于系统哈密顿量 (1) 式提出描述 LiVGe2O6 的低

能场论模型—–Ginzburg-Landau (GL)理论.然后我

们从 GL 理论出发, 研究这一材料由于自发对称

性破缺导致的有限温度相变问题. 理论计算表明,

LiVGe2O6 在 22 K左右发生一级相变,体系从顺磁

相转变为反铁磁 Néel相且在低温下磁激发谱存在

约 15 K的能隙.我们根据得到的 LiVGe2O6 的有限

温度能隙计算了这一材料的磁化率,结果与实验事

实相符.

2 低能场论模型

系统哈密顿量 (1)式中的第一项为反铁磁海森

堡模型. 对于反铁磁链材料, 由于 J > 0, 故在经典

情形下相邻格点自旋取向相反时能量最低. 虽然由

于量子扰动的影响, 反铁磁 Néel 态不再是海森堡

模型的基态,但在 4—5个格点范围内,相邻格点间

自旋仍呈一定的反铁磁相关 [18,19]. 由此我们可以

把每个格点的自旋算符写为 Si = (−1)isφi + li. 其

中 φi 为局域 Néel序参量, li 代表平均磁化密度.由

于 φi 和 li 为缓变函数, 在低能近似下我们可以把

这两个量进行连续化,并且反铁磁海森堡模型可以

用一个量子场论模型—–O(3)非线性 σ 模型来描
述 [1,2,18]. 相应的哈密顿量为

H =
v
2

∫
dx

[
gl2 +

v
g

(
∂φ
∂x

)2]
, (2)

其中 g = 2/s, v为自旋波速,密度矩阵重整化群计

算给出 v ≈ 2.5J[20,21]. 我们设 x轴为链方向,且 φ(x)
场满足约束条件 φ2 = 1. 由于自旋算符满足 SU(2)

代数,算符 l 可写为

l =
1
vg

φ × ∂φ
∂ t

. (3)

相应的拉格朗日量为

L =
g
2

[
1
v

(
∂φ
∂ t

)2

− v
(

∂φ
∂x

)2]
. (4)

由于约束 φ2 = 1的存在, O(3)非线性 σ 模型是一个
相当复杂的非线性理论.该理论存在一个守恒的旋

转对称性,与之相对应的守恒自旋算符为 S =
∫

dxl,

因此在 O(3)非线性 σ 模型中 l 代表守恒自旋密度.

关于 O(3)非线性 σ 模型的理论分析表明, 该模型

有一个唯一的自旋为零的基态, 最低激发态为自

旋为 1 的三重态, 且基态与最低激发态之间存在

Haldane 能隙 ∆ ≈ 0.41J[21−24]. 该理论没有束缚态

解,描述低能激发的准粒子之间为排斥相互作用.

事实上,我们可以通过重整化群分析将 O(3)非

线性 σ 模型映射到一个相对简单的理论—–GL理

论,这一理论保留了 O(3)非线性 σ 模型的上述所
有特征 [25,26]. 在 GL理论中,约束 φ2 = 1不复存在,

拉格朗日量代之以

L =
1
2v

(
∂φ
∂ t

)2

− v
2

(
∂φ
∂x

)2

− ∆ 2

2v
φ2 −λφ4, (5)

λ 表征激发态准粒子之间的排斥相互作用强
度. 此时, 平均磁化密度算符可表为 l = (1/v)φ ×(
∂φ/∂ t

)
.

在系统哈密顿量 (1)式中, 除了反铁磁海森堡

模型以外, 我们还需考虑伊辛项 −EzS2
z 的影响.由

于 φz和 lz的交叉项对 x轴求和后的总贡献为零,且

l2
z 项在重整化群变换下是非关涉算符.故在考虑伊

辛项后,我们只需在拉格朗日量 (5)式中添加 Ezφ2
z ,

相应的拉格朗日量改为

L =
1
2v

(
∂φ
∂ t

)2

− v
2

(
∂φ
∂x

)2

− ∆ 2
x

2v
φ2

x

−
∆ 2

y

2v
φ2

y −
∆ 2

z

2v
φ2

z −λφ4, (6)

其中 ∆x = ∆y = ∆ 及 ∆ 2
z = ∆ 2 −2vEz.

在一维量子体系中, 伴随产生的 Goldstone 粒

子的红外发散会破坏连续对称性的自发破缺,从而

导致长程序的消失 [27]. 因此, 如果不考虑链间耦

合, 具有 SU(2) 或 U(1)(在引入晶体场各向异性项

后)连续对称性的一维链海森堡模型是不会产生自

发对称性破缺的. 但在我们讨论的 (6) 式中, 如果

∆ 2
z < 0, 系统基态破坏的是分立而非连续的 Z2 对

称性
(
φz →−φz

)
. 这一对称性的自发破缺不伴随产

生无质量的 Goldstone粒子, 因此我们讨论的一维

模型在低温下能够实现自发对称性破缺,从而导致

链内 Néel序参量不为零. 同时由于链间反铁磁耦
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合的作用,材料 LiVGe2O6 的基态为三维的反铁磁

Néel态. 随着温度的逐渐升高,体系将发生从反铁

磁态到顺磁态的有限温度相变. (6) 式即为描述海

森堡反铁磁链材料 LiVGe2O6 的低能场论模型.

3 有限温度相变研究

由 (6)式的拉格朗日量, 我们可以得到相应的

势能函数为

V
(
φ
)
=

1
2v

∆ 2
x φ2

x +
1
2v

∆ 2
y φ2

y +
1
2v

∆ 2
z φ2

z +λφ4. (7)

对于量子场 φx和 φy而言,因为 ∆ 2 > 0,势能极小值

点出现在 φx = φy = 0处.而对于 φz场,如果 ∆ 2
z < 0,

势能极小值点出现在 φ0 =
√

−∆ 2
z /4λv处, 在低温

下 ϕz 场会发生自发对称性破缺. 此时由于 Néel序

参量 φ0 ̸= 0,系统处于反铁磁相.将势能函数 V
(
φ
)

在 φz = φ0 附近展开, 容易得到 φx 和 φy 场的准粒

子质量为 ∆̄x = ∆̄y =
√

∆ 2 −∆ 2
z ,而 φz场的准粒子质

量为 ∆̄z =
√
−2∆ 2

z .

图 1 (a)费曼规则; (b)自能修正费曼图 (i, j = x,y,z)

现在我们开始计算 φ 场在有限温度下的自能
修正. 在零温下, 对于一维量子场的圈图积分可以

通过对场算符做正规乘积消去 [28]. 但是在有限温

度下,我们必须保留这些圈图贡献. 拉格朗日量 (6)

式所对应的费曼规则见图 1(a). 精确到 λ 的一次方,

我们可以得到图 1(b)中所示的自能修正费曼图.

具体的自能计算结果为

Πi = ∑
j=x,y,z

[
4(1+2δi j)λvT

×∑
n

∫ vdk
2π

1
ω2

n +ω2
jk

]
, (8)

其中 ω jk =
√

∆̄2
j + v2k2 及 ωn = 2πn/T (n ∈ Z). 我

们可以通过标准的围道积分方法计算 (8)式中的级

数求和,结果可得

Πi = Π vac
i +Π ther

i , (9)

其中

Π vac
i = ∑

j=x,y,z

[
4(1+2δi j)λv

∫ vdk
2π

1
2ω jk

]
, (10)

Π ther
i = ∑

j=x,y,z

[
4(1+2δi j)λv

×
∫ vdk

2π
1

ω jk
(

eω jk/T −1
)]. (11)

自能的真空贡献 Π vac
i 是对数发散的, 它的作用是

对 φ 场的裸质量进行重整化. 而 Π ther
i 则是对物理

质量的有限温度修正,故在有限温度下 φ 场的有效
势能函数可表为

Veff(φ) =
1
2v

∆ 2
x (T )φ2

x +
1
2v

∆ 2
y (T )φ2

y

+
1
2v

∆ 2
z (T )φ2

z +λφ4, (12)

其中 ∆ 2
i (T ) = ∆ 2

i +Π ther
i . 在低温下由于 ∆ 2

z (T )< 0,

φz 场发生自发对称性破缺, 有效势的极小值处

于 φ0(T ) =
√
−∆ 2

z (T )/4λv. 将势能函数 Veff(φ)在
φz = φ0(T )附近展开,可得 φx 和 φy 场的准粒子有

效质量为 ∆̄x = ∆̄y =
√

∆ 2
x (T )−∆ 2

z (T ),以及 φz场的

有效质量为 ∆̄z(T ) =
√
−2∆ 2

z (T ). 当温度大于临界

温度 Tc时,由 (12)式显见 φx和 φy场的有效质量为

∆̄x = ∆̄y =∆x(T ), φz场的有效质量为 ∆̄z(T ) =∆z(T ).

我们取 Ez = 2.0 K和 λ = 0.16 K, φ 场有效质
量的数值计算结果如图 2实线所示. 从图中可以看

出, φ 场在低温反铁磁相仍存在能隙.在零温附近,

有 ∆̄x = ∆̄y ≈ 21 K及 ∆̄z ≈ 15 K,其中低能模 φz 的

有效质量与实验测得的低温能隙对应且两者相符
[10]. 随着温度的逐渐升高, φ 场的能隙逐渐减小,在

临界温度 Tc = 22 K时 φz场的准粒子有效质量降为

零,即体系在 Tc 处发生了二级相变.在临界温度 Tc

以上, φ 场的能隙随着温度的升高而增大. 在温度

图 2 φ 场的能隙随温度的变化曲线
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T = 50 K时,我们有 ∆̄x = ∆̄y ≈ 25 K和 ∆̄z ≈ 16 K.

需要指出的是, 如果考虑单圈的辐射场修

正, 在一维情形下有效势 (12) 式应添加项 −
[
(∆ 2

x

+4λvφ2
z )/4π

]
ln
[
(∆ 2

x + 4λvφ2
z )/µ2

][29]. 其中 µ 为
重整化后的物理参量所对应的能阶,在本文中可取

µ ≈ 10 K.经具体计算, φx 和 φy 场的准粒子有效质

量与修正前相比基本不变,而修正后的 ϕz场的有效

质量如图 2虚线所示. 最大的不同是,在临界温度

Tc 即三角形标注处, φz 场的有效质量仍为非零值,

约为 1.5 K.这预示着在考虑辐射场的量子修正后,

系统由二级相变转化为一级相变.

4 有限温度磁化率的计算

现在我们来计算 LiVGe2O6 在有限温度下的

磁化率. 在外加磁场中, 相应的哈密顿量应添加

gLµBh · S, 在 GL 理论中此项可表为
∫

dxgLµBh · l.
其中 h 代表外加磁场, gL 表示朗德因子且有

gL ≈ 1.79[9].

由磁化率的定义,我们可以得到零场下沿三个

轴向的磁化率分别为 [26,30]

χz(T ) =
1
Z

(
gLµB

)2

T ∑
a,b

∣∣⟨a
∣∣Sz

∣∣b⟩∣∣2 e−Ea/T (13)

和

χx(T ) =χy(T ) =
1
Z

(
gLµB

)2

×∑
a,b

∣∣⟨a
∣∣Sx

∣∣b⟩∣∣2 (e−Eb/T − e−Ea/T
)

Ea −Eb
, (14)

式中对 a, b的求和符号是对所有的粒子态求和, Z

表示系统相应的配分函数.

我们可以用湮灭产生算子 aik 和 a+ik 对量子场

φ 进行傅里叶展开:

φi(x, t) =∑
k

√(
v

2Lω̄ik

)
×
[

e−i(ω̄ikt−kx)aik +H.c.
]
, (15)

式中 L 表示自旋链长度. 此时, 在不考虑外磁

场且精确到 φ 场的二次方项, 哈密顿量可写为

H = ∑
i,k

ω̄ik
(
a†

ikaik + 1/2
)
. 由 (15) 式, 我们可以算得

沿各轴向的平均磁化强度为∫
dxlz = i∑

k

(
a†

xkayk −a†
ykaxk

)
(16)

以及∫
dxlx =

i
2 ∑

k

[(√
ω̄yk

ω̄zk
+

√
ω̄zk

ω̄yk

)(
a†

ykazk −a†
zkayk

)
+

(√
ω̄yk

ω̄zk
−

√
ω̄zk

ω̄yk

)(
a†

ykaz,−k −a†
ykaz,−k

)]
. (17)

然后将 (16)和 (17)式分别代入 (13)和 (14)式,

用
∫

dxl 代替总自旋算符 S 并对 k 进行连续化, 我

们得出磁化率的平均场结果为 [26]

χz(T ) =
2
T

(
gLµB

)2
∫

dk
nxk

(
nxk +1

)
2π

(18)

和

χx(T ) =
(
gLµB

)2
∫

dk
[(

1+nyk +nzk
)(

ω̄yk − ω̄zk
)2(

ω̄yk + ω̄zk
)

+

(
nyk −nzk

)(
ω̄yk + ω̄zk

)2(
ω̄zk − ω̄yk

) ]
×
(

1
4πω̄ykω̄zk

)
, (19)

式中 nik 代表波色子占有数 nik = 1/(e−ω̄ik/T − 1).

最后, 我们对各个轴向的磁化率取平均, 得出粉末

样品的有效磁化率 [10]

χ(T ) =
1
3

χz(T )+
2
3

χx(T ). (20)

磁化率的数值计算结果如图 3 所示. 图中的

空心圆点是实验测得的磁化率, 杂质的贡献已用

Curie-Weiss形拟合低温磁化率加以扣除 [9,31]. 从图

中可以看出,在很宽的温度范围内,理论计算均与

实验结果符合得极好.需要指出的是, 为较好地拟

合磁化率实验数据,我们发现必须选取经过辐射场

修正的 φ 场有效质量,这说明体系在临界温度 22 K

发生的是量子扰动引发的一级相变.

图 3 有限温度磁化率的计算

217501-4
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5 结 论

本文在已有模型哈密顿量的基础上提出了一

个低能场论模型—–GL理论来描述自旋 s = 1的海

森堡反铁磁链材料 LiVGe2O6. 然后,我们运用 GL

理论讨论了 LiVGe2O6由于自发对称性破缺导致的

有限温度相变及磁化率的变化情况,理论计算结果

与已有实验事实相符.此外,我们希望 LiVGe2O6 的

能隙随温度变化曲线能够在这一材料的中子散射

实验中得到证实.
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Abstract
The susceptibility and nuclear magnetic resonance measurements on quasi-one-dimensional spin-1 Heisenberg antiferromagnet

LiVGe2O6 indicate that this material shows a phase transition from paramagnetic state to antiferromagnetic Néel state at about 22 K,
and there exists a gap in the low-temperature magnetic excitation spectrum. Based on the model Hamiltonian of LiVGe2O6, we
propose a low-energy field theory—–Ginzburg-Landau theory for this compound. From this theory, we study the finite-temperature
phase transition induced by spontaneous symmetry breaking and then calculate the finite-temperature susceptibility of LiVGe2O6. All
the theoretical calculations are consistent with the experimental results.
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