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基于节点度信息的自愿免疫模型研究*
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疾病的广泛传播给人类带来了巨大的损失,因此抑制疾病的传播非常重要.本文考虑了个体接种疫苗意愿的差

异性,并结合博弈理论建立了一个基于节点度信息的自愿免疫模型. 理论解析结果证明当感染率超过某个阈值时,

该模型与忽略个体接种意愿差异性的经典模型 (Zhang et al 2010 New J. Phys. 12 023015)传播效果 (感染节点数)一

样. 继而考虑疫苗永久有效和有效期有限两种情况,在 Barabási-Albert网络中利用 SIS传播模型对疾病的传播进程

进行了数值模拟,发现数值模拟结果与理论解析结果非常符合.实验证明,当感染耗费和接种疫苗耗费相同时,该模

型比忽略个体接种意愿差异性的经典模型能够更好的抑制疾病的传播,且感染人数下降比例超过 65%,更重要的是,

疫苗有效期越长本文的模型 (与忽略个体接种意愿差异性的经典模型相比)抑制疾病传播效果越好.
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1 引 言

从 SARS 和 H1N1[1] 到 2013 年 3 月底出现的
H7N9等病毒,这些病毒的传播给人类带来了巨大
的损失.减缓或抑制疾病的传播已经成为了一个重
要的科学问题. 为了研究疾病的传播, 很多工作都
利用网络来分析疾病传播动力学过程,其中网络中
节点表示人,节点之间的边表示人与人之间的接触
关系 [2−4]. 在识别网络中的关键节点对研究疾病
传播非常重要, 于会等 [5] 根据现有的一些重要性

评价指标如度、介数等存在适用范围有限,评价结
果不够全面等缺点,提出了一种基于多属性决策的
复杂网络节点重要性综合评价方法. 任卓明等 [6]

综合考虑节点的邻居个数,以及其邻居之间的连接
紧密程度,提出了一种基于邻居信息与集聚系数的
节点重要性评价方法等 [7−10]. 为了抑制疾病的传
播,环形免疫 [11]、目标免疫 [12]、熟人免疫 [13]和随

机游走免疫 [14−16] 等免疫方法被相继提出.王亚奇
等 [17] 考虑接种时免疫失败和免疫失效影响的情况

下对节点进行随机免疫,发现网络的传播临界值显

著降低. 这些免疫策略都是建立在强制接种疫苗免
疫的基础上,然而人类的接种疫苗行为一般是自愿
的 [18−20]. 关于自愿免疫, 国内外做了大量的研究.
Bauch 等 [21] 通过定义接种与不接种疫苗收益, 利
用博弈论解释了为什么在自愿接种疫苗机制下天

花不能被完全消灭. 人们是否愿意接种疫苗在一定
程度上与其染病之后的耗费有关. 如果接种疫苗耗
费不大于面临被感染风险的耗费,那么人们会选择
接种疫苗. Zhang等 [22] 假设每个人接种疫苗耗费

都相同, 进而借助于 SIS[23−26] 传播模型研究了疾

病在无标度和随机网络中的传播情况,发现自愿免
疫策略在无标度网络中能更好地抑制疾病的传播.
在真实生活中, 即使接种疫苗耗费相同, 人们

接种疫苗意愿并不相同,例如对于与众多人群接触
的人 (如医生、教师等),即使接种疫苗耗费很高,他
们也倾向于接种疫苗. 节点度 k即与该节点的连接
的节点数. 受到这一思想的启发, 我们提出了基于
节点度信息的自愿免疫模型. 我们令接种疫苗倾
向耗费即 pv 是节点度的函数,即 pv = c1k−α ,其中
α > 0, 是可调参数, α = 0表示每个人的接种疫苗
意愿相同.假设每个人在不接种疫苗的情况下面临
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被感染风险的耗费为 pn. 若满足 pv 6 pn,那么人们

选择接种疫苗. 同时本文对该模型进行了理论解析,

证明了当感染率超过某个阈值时,该模型与忽略个

体接种意愿差异性的经典模型传播效果一样;在相

同的感染耗费和接种疫苗耗费条件下,当 α 不小于
0小于阈值 αc

1 时,抑制疾病的传播效果与忽略个体

接种意愿差异性时一样;当 α 大于阈值 αc
1 且不大

于阈值 αc
2 时, α 越大抑制疾病的传播效果越好;当

α > αc
2 时,第一时间步就抑制了疾病的传播.最后

分别考虑疫苗永久有效和有效期有限两种情况,在

BA网络中采用 SIS模型进行了数值模拟, 发现数

值模拟结果与理论解析结果非常符合.

2 基于节点度信息的自愿免疫模型

在 SIS[23−26] 模型中, 每个节点存在两种状态,

即易感染状态 (S)和感染状态 (I).如果一个 S状态

节点与一个 I状态节点有接触,那么节点被感染的

概率设为 β ;感染节点康复为 S状态的概率设为 µ .

S(t)和 I(t)分别表示在时刻 t 处于 S和 I状态节点

总数. 用 s(t) 和 i(t) 分别标记在时刻 t 处于 S 和 I

状态节点密度,当 S和 I状态节点充分混合时,其动

力学可以用下面的微分方程组描述:

ds(t)
dt

=−β i(t)s(t)+µi(t),

di(t)
dt

= β i(t)s(t)−µi(t).

如果一个 S状态节点有 kinf 个感染节点邻居,

那么它被感染的概率为

λ = 1− (1−β )kinf . (1)

当传染病爆发且医院有疫苗的情况下,人们如果不

接种疫苗那么就以 λ 概率面临着被感染的危险. 假

设接种疫苗的耗费为 c1 (包括接种疫苗的费用、不

良反应等); 没有接种疫苗结果被感染的耗费设为

c2/µ (c2 包括治病的费用、疾病的折磨等,除以康

复率 µ 表示若 µ 越小耗费越多)[22];如果节点不接

种且没被感染,则耗费为 0. 接种疫苗耗费对于每个

人几乎是一样的, 但接种疫苗倾向并不相同, 考虑

到这一点,我们建立了基于节点度信息的自愿免疫

模型

pv = c1k−α , (2)

pn = c2λ/µ, (3)

其中 pv 为节点接种疫苗倾向耗费, pn 为节点在不

接种疫苗的情况下面临被感染风险的耗费; α > 0,
是可调参数,当 α = 0时,节点度 k越大 pv越小,意
味着该节点更愿意接种疫苗; 若 α = 0 则 pv 等于

常数 c1,若 α = 0,则 pv 随着度的增大而减小,即接
种意愿变小,不符合常理,因此不给予考虑.若满足
pv 6 pn,那么节点选择接种疫苗. 联合 (2)和 (3)式,
若 pv 6 pn,则

c1k−α 6 c2[1− (1−β )kinf ]/µ, (4)

⇒ kinf > log1−β

(
1− µc1

c2
k−α

)
. (5)

(5) 式给出的是节点选择接种疫苗时, 他的邻居感
染节点数 kinf 满足的条件,由于 kinf 为整数,得

kc
inf =

⌊
log1−β

(
1− µc1

c2
k−α

)⌋
+1, (6)

(6) 式为节点选择接种疫苗时, 他的邻居感染节点
数的最小整数值,其中 ⌊·⌋为 floor函数即不大于该
值的最大整数. 当 α = 0时,

kc0
inf =

⌊
log1−β

(
1− µc1

c2

)⌋
+1.

同理我们可以导出与 α = 0时 kc
inf 值相同的 α

阈值 αc
1 及只要节点存在感染邻居,则选择接种疫

苗的 α 阈值 αc
2 分别为

ac
1 = log

(k
c0
inf−1)

µc1

c2[1− (1−β )(k
c0
inf−1)]

, (7)

ac
2 = logkmin

µc1

c2β
. (8)

同理感染率 β 也存在一个阈值 β c, 即只要节
点存在感染邻居就会选择接种疫苗的 β 最小值

⇒ β > 1−
(

1− µc1k−α

c2

)1/kinf

, (9)

⇒ β c =
µc1

c2
k−α

min. (10)

由此可见,当 0 < α < αc
1 时,该模型与忽略人群接

种意愿即当 α = 0 时的抑制疾病传播效果一样;
当 αc

1 6 α 6 αc
2 时, α 越大抑制疾病的传播效果会

越好; 当 α > αc
2 时, 第一时间步就抑制了疾病的

传播, 与 β > β c 时一样, 这时接种疫苗人数约为

∑k I(0)p(k)k, I(0)为初始感染节点数, p(k)为度为 k
的节点的概率.

3 数值模拟

基于上述模型, 我们分别考虑疫苗永久有效
和有效期有限两种情况, 采用 SIS 传播模型在 BA
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无标度网络中考察了感染节点数 I(t) 和接种疫苗

节点数 V (t)随不同 α 值等参数的变化. 不失一般
性, 我们令网络节点总数为 2000, 平均度为 6, 康
复率 µ = 1 (当 µ < 1时传播效果一样), c1 = 0.7和
c2 = 1, 即感染耗费和接种疫苗耗费对每个人都一
样. 初始随机选择 1%的节点作为感染节点源,实验
时间步长为 100步,最后实验结果是 100次实验的
平均结果.实验中,我们不考虑个体接种失败情况.

3.1 疫苗永久有效

图 1为当 β = 0.2时,对于不同的 α 值, I(t)和

V (t)随时间步长的变化. 由图 1可知, 如果没有接
种疫苗, 那么 I(t) 最后达到稳态大约为 400. 若存
在自愿接种疫苗, α 越大, I(t)和 V (t)越小,即更好
的抑制了疾病传播.这是因为 α 越大,那么接种倾
向耗费就越小, 导致初始很多节点接种疫苗, 因此
感染节点数越小, 根据反馈作用, 之后接种节点数
和感染节点数都越小. 图中我们还发现 α = 0 和
α = 0.01的传播情况几乎一样;当 α = 1时, I(t)和

V (t)只有两个时间步长 (图 1中的紫色三角形);当
α = 2时, I(t)和 V (t)只有一个时间步长 (图 1中的
蓝色正方形).
为了考察其中的原因, 我们联合 (2) 和 (3) 式.

若 pv 6 pn,那么节点选择接种疫苗,由 (5)式得

kinf > 5.40, α = 0,

kinf > 5.22, α = 0.01,

kinf > 4.18, α = 0.1,

kinf > 3.52, α = 0.2,

kinf > 1.19, α = 1,

kinf > 0.36, α = 2.

所以当 α = 0 和 α = 0.01 时, 节点邻居感染数的
最小整数值 kc

inf = 6,因此它们的传播情况一样. 利
用 (7) 式我们进一步得出与 α = 0 时传播情况相
同的 α 值的范围为 0 < α < 0.0251;当 α = 0.1时,
kc

inf = 5;当 α = 0.2时, kc
inf = 4;当 α = 1时, kc

inf = 2,
且即使 kinf = 1,只要满足 k > 4节点就会选择接种
疫苗,因此 I(t)和 V (t)只有两个时间步长,因为即
使度为 3的节点被感染了,下一时间步他们也会康
复;对于 α = 2时, kc

inf = 1,表明只要存在感染邻居
就会选择接种疫苗. (8)式给出的是只要节点存在
感染邻居,那么将会选择接种疫苗的 α 阈值,在我
们的 BA网络中 k > 3,所以 αc

2 = 1.14,而在我们设

的值中只有 α = 2 时大于 αc
2 , 因此 I(t) 和 V (t) 只

有一个时间步长, 可以看出图 1 中的结果与理论
解析结果非常符合. 为了进一步分析对于不同 α
值 I(t) 和 V (t) 随时间的衰减变化, 我们进行了曲
线拟合, 如图 1 中的黑色实线. 当 α = 0.1 时, I(t)
和 V (t) 都是指数衰减, 指数分别约为 0.046± 0.02
和 0.05±0.01;当 α = 0.2时, I(t)和 V (t)都是指数
衰减, 指数分别约为 0.072± 0.015 和 0.055± 0.01;
当 α = 0 和 α = 0.01 时, I(t) 指数衰减, 指数约为
0.015± 0.004, 然而 V (t) 却呈现幂律衰减形式, 指
数约为 0.4± 0.05(见图 1(b)), 详细分布函数如表
1所示.

图 1 当感染概率 β = 0.2时,对于不同的 α 值, (a)感染节点
数 I(t)随时间步长的变化 (蓝色实线表示没有接种疫苗); (b)接
种疫苗节点数 V (t)随时间步长的变化 (黑色实线是相应的拟合
曲线); (b)的插图为双对数图 (黑色实线是对 α = 0和 α = 0.01
情况的拟合曲线,图中可以看出 α 越大, I(t)和 V (t)越小,即更
好的抑制了疾病传播)

表 1当 α 取不同值时感染节点数 I(t)和接种疫苗
节点数 V (t)的衰减函数

α 0 0.01 0.1 0.2

I(t) ∼ 10−0.015t ∼ 10−0.015t ∼ 10−0.046t ∼ 10−0.072t

V (t) ∼ t−0.4 ∼ t−0.4 ∼ 10−0.05 ∼ t−0.055

通常情况下, 接种疫苗节点总数 T v会随着感
染概率 β 增大而增大,但是在我们的模型中, 我们
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发现感染概率 β 存在一个阈值 β c,也就是不管节点

度是多少,只要该节点存在感染节点邻居就会选择

接种疫苗的 β 最小值,我们在 (10)式中给出了理论

解析结果.如果 β > β c,那么 T v会很小. 为了进行

对比,我们令 α = 0和 α = 0.2,探究疾病传播情况.

图 2 当 α 分别为 0.2(圆圈) 和 0(星号) 时, 接种疫苗节点总
数 T v 随感染概率 β 值的变化. 竖直实线为相应 α 值的阈值
线.从图中可以看出对于 α = 0.2,当 β 约小于 0.4时, T v会随
着 β 的增大而增多; 当 β 值超过该值时, T v会开始慢慢下降,
当 β > 0.055时, T v会维持在 115左右;对于 α = 0的情况,当
β < 0.7时 T v随 β 的增大而增多,当 β > 0.7时, T v会维持在
115左右,对应图中理论值 (横线)

从图 2中我们还可以看出,对于 α = 0的情况,

当 β < 0.7时, T v随着 β 的增大而增大,当 β > 0.7

时, T v 会维持在 115 左右, 即 5.75%. 然而对于

α = 0.2,当 β 小于一定值时,如图中的 0.4, T v会随

着 β 的增大而增大; 当 β 值超过该值时, T v 会开

始下降, 当 β > 0.55 时, T v 都维持在 115 左右, 即

5.75%.

为了分析上述原因, 我们结合 (10) 式 β c =

µc1k−α
min/c2, 因为 k > 3, 因此当 α = 0时, β c = 0.7;

当 α = 0.2时, β c ≈ 0.562,对应图 2中的竖直实线,

可见模拟结果与理论解析结果非常符合.当 α = 0

时, pv 不是度的函数,因此当 β < β c 时, T v随着 β
的增大而增大. 当 α = 0.2 时, pv 随着度 k 的增大

而变小,由 (9)式可知,当 β 值接近阈值时,度较大

的节点会选择接种疫苗, 导致疾病的传播很快得

到抑制,对于满足 k > 6的节点即使邻居感染节点

数 kinf = 1,也会选择接种疫苗; 当 β > β c 时,因为

所有存在感染邻居的节点都满足 pv 6 pn, 因此感

染节点的邻居全部选择接种疫苗,即第一时间步就

抑制了疾病的传播.因为网络规模为 2000,初始有

1%的节点为感染节点,因此接种疫苗节点总数约为

∑k 2000p(k)k/100 ≈ 115,这与图 2中的数值模拟结

果非常符合.

3.2 疫苗有效期有限

对于疫苗有效期有限的情况,我们分别设有效
期时间 T 为 10, 20, 30和 50四种情况,探究疾病的
传播进程,为了对比,我们令 α = 0.2和 α = 0.
图 3表示当 β = 0.2, α 分别为 0.2和 0时, 在

不同疫苗有效期 T 下, I(t)和 V (t)随时间步长的变
化. 从图中,我们发现随着 T 的增长,疾病的传播更
容易被抑制,且 α = 0.2时,效果更好,如当 T = 50,
α = 0.2时,当 t > 40时, I(t) ≈ 0. 当 α = 0时, I(t)
和 V (t)振荡较大,且 T 越大振荡越大.
对于上述结果我们可以这样解释, 因为当疫

苗失效时, 下一时间步他又面临着是否选择接种
疫苗, 但此时还有一部分节点疫苗还在有效期内,
所以 1)I(t) 和 V (t) 会出现阻尼振荡现象; 2) 疫苗
有效期 T 越长, I(t) 和 V (t) 越小. 对于相同的 T ,
当 α 较大时, 因为接种疫苗倾向耗费较小, 因此
初始 V (t) 较大, 导致 I(t) 会更小, 根据反馈作用
此后 V (t) 变小, 因此振荡也较小; 对于 α = 0, 当
到下一时间步选择是否接种时, 这时还有很多感
染节点, 因此 T 越大 I(t) 和 V (t) 振荡越大. 而当
α = 0.2 时, 当下一时间步面临是否接种疫苗时,
这时 I(t) 很小, 且 T 越大, I(t) 越小, 如 T = 50, 在
下一次面临是否选择接种前, 感染人数基本等于
0, 因此振荡越小. 更重要的是, 从图 3 中我们可
知, 对于相同的感染耗费和接种疫苗耗费, 当如
T = 10时, α = 0.2时的 I(t)比 α = 0时大约降低了
(167− 52)/167 ≈ 68.9%; 当 T = 20时, I(t)大约降
低了 (135−27)/135 ≈ 80%;当 T = 30时, I(t)大约
降低了 (110− 8)/110 ≈ 92.7%; 若 T = 50, α = 0.2
时疾病的传播基本被抑制,而对于 α = 0的 I(t)依
旧很大.这里的 167, 52, 135, 27, 8和 110都是相应
T 的平均感染节点数或稳态平均值.可见, α = 0.2
时比 α = 0时的感染节点数下降比例远超过 65%,
且疫苗有效期越长抑制疾病传播效果越好.值得注
意的是,对于不同的参数, I(t)降低比例也不同.

4 结论与讨论

本文考虑了个体接种疫苗意愿的差异性,结合
博弈理论建立了一个基于节点度信息的自愿免疫

模型, 并对该模型进行了理论解析, 最后分别对疫
苗永久有效和有效期有限两种情况利用 SIS 模型
在无标度网络中进行了疾病传播数值模拟. 证明并
不是 α 越大抑制疾病传播的效果越好、感染概率
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β 越大接种人数越多. 我们发现 α 存在两个阈值
αc

1 和 αc
2 ,当 0 < α < αc

1 时,抑制疾病的传播效果与
α = 0时一样;当 αc

1 < α < αc
2 时, α 越大就更能抑

制疾病的传播;当 α > αc
2 时,第一时间步便抑制了

疾病的传播,即抑制效果与 α = αc
2 时一样. 同时感

染概率 β 也存在一个阈值 β c,若 0 < α < αc
1 ,接种

疫苗节点总数随着 β 增大而增多,当 β > β c 时,接
种疫苗节点总数会立即下降;若 αc

1 < α < αc
2 ,接种

疫苗节点总数随着 β 上升,与 0 < α < αc
1 的情况不

同,当 β 接近 β c时,接种疫苗节点总数就开始下降,
当 β > β c 时, 接种疫苗节点总数维持在很少的数

值. 如果疫苗有效期是有限的, 当 αc
1 < α < αc

2 时,
α 越大抑制效果会更好,且感染节点数和接种疫苗
节点数会出现阻尼振荡现象, α 越大振荡会越小衰
减越快. 实验证明当感染耗费和接种疫苗耗费相同
时,该模型比忽略人群接种意愿差异性的模型能够
更好的抑制疾病的传播,且感染人数下降比例远高
于 65%, 更重要的是, 疫苗有效期越长我们的模型
效果越好. α 值对抑制疾病的传播影响很大, 因此
在现实生活中找到 α 值是非常有价值的,此外感染
概率和疫苗有效期的长久性对疾病的抑制也非常

重要.

图 3 当感染概率 β = 0.2和疫苗有效期 T 分别为 10, 20, 30和 50时, (a)和 (c)为 α = 0.2时感染节点数 I(t)和接种疫苗节点数 V (t)
随时间步长的变化;图 (b)和 (d)为 α = 0时感染节点数 I(t)和接种疫苗节点数 V (t)随时间步长的变化. 黑色实线为相应 T 的感染节点
数 I(t)的平均值.图中可以看出, α = 0.2时抑制疾病传播效果比 α = 0时好很多,且疫苗有效期越长效果越好

在我们的模型中,我们假设感染概率 β 和康复
概率 µ 对每个人都是一样的,忽略了节点个体抵抗
疾病能力的差异性,并且我们认为节点被感染的概
率等于感知被感染的概率 [22], 因为人们感知被感
染概率可能会大于或小于被感染的概率. 此外, 在

我们的模型中,只是通过邻居节点感染情况来判断
是否接种疫苗, 然而真实生活中, 人们接种疫苗的
行为会受到媒体等的影响,也就是有时即使没有感
染邻居, 有些人也会选择接种疫苗, 以及人们得知
信息的滞后性等情况都有待我们进一步研究.
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Abstract
The widespread of epidemics bring tremendous losses to the mankind, thus it is very important to prevent the spread of epidemics.

In this paper, the differences between individual tendency of vaccination is taken into account to propose a voluntary vaccination
model based on the node degree information. Further, the theoretical analysis result shows that if propagation rate exceed a threshold
value, the effectiveness of epidemic spreading (the number of infectious nodes) of the model above and the classical model ignoring
the difference between the individual vaccination willingness [Zhang et al 2010 New J. Phys. 12 023015] will be the same. Both the
permanent vaccination and the temporary vaccination are considered to analyze the process of epidemic spreading for the Barabási-
Albert network by using the SIS model. The numerical simulation results are consistent with the empirical ones very well. Experiments
prove that when the infection cost and vaccine cost is the same, the model can prevent the spread of the epidemic more effective as
compared with the classical one, and the proportion of the infections decreases over 65% than the classical one. In addition, the longer
the live of vaccine, the more effective the prevention of the spread of the epidemic using this model (compared with the classical model
ignoring the difference between the individual vaccination willingness).

Keywords: epidemic spreading, voluntary vaccination, vaccination inclination, node degree
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