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空间单位区域双二次有理贝赛尔曲面混沌特性研究

于万波† 周洋

(大连大学信息工程学院,大连 116622 )

( 2013年 5月 22日收到; 2013年 8月 14日收到修改稿 )

研究空间单位区域内两个二次曲面映射构成的函数的混沌特性,发现了一种构造混沌的方法. 当一个曲面是单

位区域内标准曲面,另一个曲面随机生成时,此函数是混沌的概率可以大于十分之一,说明在满足一定条件时,混沌

是极其普遍的. 通过计算 Lyapunov指数以及绘制分岔图等对该类函数的混沌特性进行分析,根据参数变化的分岔

图以及混沌曲面控制点的区域分布特性等寻找混沌映射函数,得到了大量的二维混沌吸引子图形,并对其中三个进

行了详细研究.另外,把灰度图像作为离散二维函数,首次研究了图像作为迭代表达式时表现出的一些混沌特性. 研

究发现,相同的或者相近的图像易于收敛到周期点上,这个结果可以用于图像识别等研究领域.
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1 引 言

目前, 混沌现象的研究仍然在继续, 从发现混

沌现象到对混沌进行数学描述, 从混沌控制到混

沌同步再到系统的混沌化, 研究人员一直在混沌

的各个分支领域进行研究, 取得了许多有价值的

结果 [1−8]. 系统混沌化是目前混沌领域的研究热点

问题之一,通过修改系统的参数或者重新构造系统

等使其出现混沌. 混沌化的研究可以产生混沌序列

用于图像加密等,也可以利用产生的混沌系统进行

液体气体混合等实际工作领域.基于混沌本质的探

索以及混沌化的需要,文献 [9—15]对混沌的本质

以及混沌化的一些方法进行了研究,给出了一些混

沌化的新方法. 文献 [16]研究了调整小波函数使其

混沌化的问题,文献 [17]研究了平面单位区域内二

次函数的混沌特性,得到的结论是标准二次映射是

Li-Yorke混沌的,也是 Devaney混沌的. 事实上,在

满足一定条件的情况下,还存在大量的二次函数是

混沌的. 二次函数都可以使用平移与缩放等变换化

为标准二次函数, 其混沌特性不变. 对单位区域上

的非标准二次函数进一步研究发现,可以使用平移

与缩放的方法把非标准二次函数转化为标准二次

函数或者亚标准函数,转化前后其混沌特性是不变

的,即其迭代序列的震荡特性是相同的. 另外,一个

满射函数和单位区域内标准函数复合后仍然是单

位区域内标准函数, 这样, 就可以把所有的二次函

数变换到单位区域中进行研究,研究范围可以缩小

到单位区域中来. 单位区域内的标准函数是重要的,

既是研究混沌的本质, 也是研究混沌化的方法, 文

献 [18—20]就是研究混沌化方法,并利用混沌化的

方法产生序列进行图像加密等,所以该类问题有必

要深入研究.

本文工作是文献 [16, 17] 中研究工作的继续,

是在曲线研究的基础上继续研究单位区域内曲面

的混沌特性.

2 使用双二次有理贝赛尔曲面构造
函数

鉴于函数图像的几何形状与混沌特性有直接

关系,又因为有理贝赛尔曲面的控制点可以调整曲

面的形状,所以使用有理贝赛尔参数曲面来研究曲

面函数的混沌特性. 作为有理贝赛尔曲面的一个特

例,双二次有理贝塞尔曲面定义如下:
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R(u,v) =

3
∑

i=1

3
∑
j=1

wi jbi jBi,2(u)B j,2(v)

3
∑

i=1

3
∑
j=1

wi jBi,2(u)B j,2(v)

(u,v) ∈ [0,1]× [0,1], (1)

其中,

B1,2(u) = u2 −2u+1,

B2,2(u) =−2u2 +2u+1,

B3,2(u) = u2,

B1,2(v) = v2 −2v+1,

B2,2(v) =−2v2 +2v,

B3,2(v) = v2 + v,

wi, j 是权值,用来决定曲面的细节形状 (例如,这些

参数可以确定该曲面的截面是抛物线、椭圆或者

双曲线等); bi, j 是控制点, 用来决定曲面主体结构

形状;双二次有理贝塞尔曲面的变量 x, y, z中的每

个变量都需要 9个控制点,然后由 x, y, z构成空间

曲面,是不超过 4次的曲面.

在迭代过程中,如果使用 x, y, z表示曲面,把 u,

v用 x, y表示难度比较大,不易于实现迭代操作,所

以在本文中直接使用 u, v作为自变量进行研究.研

究用的迭代表达式为

z1 = f (u,v) =

3
∑

i=1

3
∑
j=1

ki jai jBi,2(u)B j,2(v)

3
∑

i=1

3
∑
j=1

ki jBi,2(u)B j,2(v)

z2 = g(u,v) =

3
∑

i=1

3
∑
j=1

wi jbi jBi,2(u)B j,2(v)

3
∑

i=1

3
∑
j=1

wi jBi,2(u)B j,2(v)

(u,v) ∈ [0,1]× [0,1]

u = z1

v = z2

, (2)

在 (2)式中, f (u,v)与 g(u,v)分别表示两个曲面, u,

v为自变量,定义域为 [0,1]× [0,1],根据有理贝塞尔

曲面的定义,当 9个控制点为 (0, 0, 0), (0, 0.5, 0), (0,

1, 0), (0.5, 0, 0), (0.5, 0.5, m), (1, 0, 0), (1, 0.5, 0), (1,

1, 0)时,曲面的形状如图 1(b)所示,四条边界都在

坐标轴上,图形向上凸起,最大值为 1. 其中

m = (0.25k11 +0.5k12 +0.25k13 +0.5k21

+ k22 +0.5k23 +0.25k31 +0.5k32

+0.25k33)×
1

k22
, (3)

我们称这种曲面为单位区域内的标准双二次有理

贝塞尔曲面.

研究发现, 当 (2)式中的两个曲面有一个是标

准双二次有理贝塞尔曲面,另外一个曲面限制在单

位区域内,迭代式 (2)极易出现混沌. 下面对这类曲

面函数迭代进行研究.

3 单位区域内标准双二次有理贝塞尔
曲面迭代研究

随机产生参数 ki j 与 wi j, i = 1, 2, · · · , 9, j = 1,

2, · · · , 9,利用 (3)式计算 m,构造一个单位区域内的

标准双二次有理贝塞尔曲面;然后随机生成控制点

bi j, i = 1, 2, · · · , 9, j = 1, 2, · · · , 9,构造另外一个二

次曲面, 两个二次曲面构成迭代表达式. 利用该表

达式进行迭代,平均每迭代 7, 8次就可以出现一个

混沌, 说明在单位区域的有理数中, 混沌的参数要

占七分之一或者八分之一,这一数据是巨大的.

下面选择有代表性的三个进行研究.

随机生成的第一个曲面的权值参数以及第二

个函数曲面参数如下:

迭代表达式 (1)的参数

k = [2.7061 1.5712 2.0063

2.0306 2.8588 1.8718

1.3737 1.9433 2.9366],

w = [0.4214 0.9758 0.5186

0.5429 0.3791 0.8492

0.5456 0.8151 0.4857],

b(:, :,1) = [0.1162 0.1357 0.0576

0.5595 0.7714 0.9950

0.7038 0.3063 0.0643],

b(:, :,2) = [0.1434 0.2689 0.4245

0.0896 0.7213 0.9973

0.1738 0.1925 0.6704],

b(:, :,3) = [0.7847 0.5568 0.7968

0.1081 0.1331 0.4568

0.3871 0.0703 0.6810];
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迭代表达式 (2)的参数

k = [1.4845 1.2910 1.0364

2.7410 0.4805 1.1636

2.9016 0.2002 0.9502],

w = [0.1267 0.1158 0.1644

0.0939 0.5321 0.7624

0.4175 0.8355 0.8047],

b(:, :,1) = [0.0092 0.1447 0.2075

0.0804 0.3490 0.8187

0.0021 0.8366 0.8894],

b(:, :,2) = [0.1124 0.2157 0.7131

0.1625 0.5398 0.9233

0.0198 0.0984 0.3742],

b(:, :,3) = [0.6447 0.9093 0.8506

0.4371 0.5401 0.6984

0.9675 0.6196 0.6700];

迭代表达式 (3)的参数

k = [2.8740 2.2997 1.9984

0.3928 0.2862 0.0446

0.8646 2.4502 2.9565],

w = [0.0174 0.8194 0.6211

0.5602 0.2440 0.8220

0.2632 0.7536 0.6596],

b(:, :,1) = [0.2141 0.1834 0.1703

0.6773 0.6859 0.8768

0.0743 0.0707 0.0119],

b(:, :,2) = [0.6021 0.6365 0.5396

0.0129 0.3104 0.7791

0.2272 0.5163 0.4582],

b(:, :,3) = [0.6049 0.6595 0.6234

0.3073 0.6787 0.9267

0.7032 0.5825 0.5092];

这些参数对应的图形以及迭代后的吸引子图形如

图 1—3所示.

图 1 到图 3 在迭代的过程中, 都是从 u = 0.3,

v = 0.6 开始的, 那么如果从其他的 u, v 开始迭代,

是否也会出现类似的 (近似) 吸引子图形呢？让 u

与 v都从 0.01开始,迭代到 0.99,步长为 0.01,嵌套

循环;对于每个 u, v,迭代 600次,去掉前 100次,绘

制后 500次得到的点,结果绘制出的 (近似)吸引子

图形如图 4所示,其形状与图 1至图 3基本相同.这

也说明了吸引子是不与初始迭代值有关的.
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图 1 迭代表达式 (1)的曲面与吸引子 (a)吸引子; (b)标准曲面; (c)随机生成的曲面
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图 2 迭代表达式 (2)的曲面与吸引子 (a)吸引子; (b)标准曲面; (c)随机生成的曲面
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图 3 迭代表达式 (3)的曲面与吸引子 (a)吸引子; (b)标准曲面; (c)随机生成的曲面

为了更好研究上面迭代式的混沌特性,进一步

绘制并观察其分岔图, 如图 5是迭代式 (2)当 w(2,

3)变化时的分岔图.

通过大量的实验观察,第一个迭代表达式关于

k和 w的分岔图都有一定的混沌区间,如表 1所示.

当其他参数不变的情况下, k(1, 1)在 1.5到 4之间

变化时, 分岔图呈现出混沌状态; 其他参数不变的

情况下, w(1, 1)在 −1到 0之间变化时,分岔图呈现

出混沌状态.

表 1 迭代表达式 (1)的参数分岔区间

(1, 1) (1, 2) (1, 3) (2, 1) (2, 2) (2, 3) (3, 1) (3, 2) (3, 3)

k 1.5, 4 1, 3.5 −3, 7 0, 0.7 −3, 20 −2, 2 0, 2 0, 12 0.1, 7

w −1, 0 0, 7.8 −1, 2 0, 1.1 0.5, 4 0.2, 4 0, 0.3 0.2, 20 0, 6.3
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图 4 多个 u, v绘制的吸引子 (a)迭代表达式 (1); (b)迭代表达式 (2); (c)迭代表达式 (3)
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图 5 迭代式 (1)当 w(2, 3)变化时的分岔图 (a) z1 分岔图; (b) z2 分岔图
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图 6 迭代曲面与吸引子 (迭代式 (1)参数 k(2, 2)变为 10) (a)吸引子; (b)标准曲面; (c)随机生成的曲面
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利用表 1, 可以得到更多的混沌表达式, 例如

k(2,2) = 10时,迭代表达式 (1)其他参数不变,绘制

出的吸引子以及其函数图形如图 6所示,函数图形

与图 1(b) 相比, 函数图形上部变平了而下部变陡;

与图 1(a)相比,吸引子形状也有改变.

迭代表达式 (2)的参数分岔区间如表 2所示.

从分岔图的形状上看, 迭代表达式 (2)的分岔

图与迭代表达式 (1)的分岔图有些区别,当 w(2, 3)

变化时迭代表达式 (2)的分岔图如图 7所示.

利用表 2,根据分岔图上的混沌区间可以构造

出很多新的分形图,例如当 w(2,3) = −0.3,其他参

数不变时,绘制出的曲面图以及吸引子图形如图 8

所示.

表 2 迭代表达式 (2)的参数分岔区间

(1, 1) (1, 2) (1, 3) (2, 1) (2, 2) (2, 3) (3, 1) (3, 2) (3, 3)

k 1, 4 1, 2.3 1, 3.2 2.7, 3 −5, 2 1, 2.2 2.9, 5 0, 1.6 1, 3.2

w 0, 0.4 0, 0.9 0, 0.2 −0.9, 0.1 0.5, 1.2 −0.5, 1 0.1, 0.3 0.8, 3 −6, 0.9
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图 7 迭代式 (2)当 w(2, 3)变化时的分岔图 (a) z1 分岔图; (b) z2 分岔图
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图 8 w2(2,3) =−0.3,其他参数不变时绘制的吸引子图 (a)吸引子; (b)标准曲面; (c)随机生成的曲面
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为了研究多个参数同时变化时迭代式的混沌

特性,绘制了二维分岔图. 图 9是迭代表达式 (1)的

一个二维分岔图,图 10是迭代表达式 (3)的一个二

维分岔图.
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图 9 迭代表达式 (2)的二维分岔图 (w2(2, 3) w2(2, 1)从 0到 10,步长 0.2,迭代的初始值 u = 0.5; v = 0.3) (a) z1 关于 w(2, 1)w(2, 3)的
分岔图; (b) z2 关于 w(2, 1)w(2, 3)的分岔图; (c) w2(2, 3)关于 z1, z2 的分岔图
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图 10 迭代表达式 (3)的二维分岔图 (w2(3, 1)w2(3, 2)从 0到 5,步长 0.1,迭代的初始值 u = 0.5; v = 0.3) (a) z1 关于 w(3, 1)w(3, 2)的
分岔图; (b) z2 关于 w(3, 1)w(3, 2)的分岔图
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图 11 迭代表达式 (1)的 w2(2, 3)变化时的 Lyapunov指数图,步
长 0.01; L1 是 z1 的 Lyapunov指数, L2 是 z2 的 Lyapunov指数

图 11是迭代表达式 (1)的一个参数变化时的

Lyapunov指数曲线图,从该图可以看出其Lyapunov

指数为正数的区间.

4 单位区域上双二次有理贝赛尔曲面
迭代分析

两个曲面构成一个二维迭代表达式,曲面的形

状决定了其是否是混沌的. 在第 3 节中研究的几

个曲面都是固定第一个曲面的基本形状,使得其在

单位正方形的边界处函数值都是 0, 中间凸起, 最

大值为 1; 第二个曲面是随机生成的. 事实上, 之

所以这种构造方法增大了混沌的概率, 是因为第

一个曲面的形状与第 2 个曲面的形状的差异性,

在迭代的过程中易于出现混沌. 图 12所示是迭代

式 (3)迭代后的函数图像.例如,迭代 2次就变成了

z1 = f ( f (u,v),g(u,v))与 z2 = g( f (u,v),g(u,v)),如此

类推,最后出现混沌.

当两个曲面形状相近时,不容易出现混沌状况,

图 13所示是一个没有出现混沌的迭代.从图 13可

以看出,随着迭代次数的增加, z1 和 z2 已经逐渐收

敛.
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图 12 迭代表达式 (3)多次迭代之后的曲面图形 (a)迭代 2次; (b)迭代 4次; (c)迭代 8次; (d)迭代 16次
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图 13 一个收敛的迭代表达式多次迭代之后的曲面图形 (a)迭代 2次; (b)迭代 4次; (c)迭代 8次; (d)迭代 16次

从大量的实验结果看,构成迭代表达式的两个

曲面形状相近就不易出现混沌, 很容易收敛; 两个

曲面呈现对称或者近似对称, 也不会出现混沌; 一

般当迭代出现混沌时,另外一个非标准函数曲面覆

盖区域越大,混沌的区间也越大.

5 图像作为离散曲面的混沌特性研究

图像本质上是一个离散的函数, 调整图像, 可

以构造出混沌映射. 基本的构造方法是把图像调整

到长宽以及颜色值一样,本文是都调整到 1到 256,

这样就可以让图像的下标与图像的颜色值进行交

换,以便实现类似离散动力系统的迭代.

图 14 中显示了把大小为 480× 640 的两个图

像调整为 256× 256 大小, 并且把彩色图像也变为

灰度图像.

下面以一个简单的迭代为例对图像迭代进行

研究.
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迭代从 x1 = 23, y1 = 109开始,图 14(b)在 (23,

109)的灰度值为 144, 图 14(d) 在 (23, 109) 的灰度

值为 255;取出 144, 255这两个颜色值,然后把 (144,

255)作为下标,到图 14(b)中去查找像素 (144, 255)

位置的灰度值,灰度值为 75,再到图 14(d)中去查找

像素 (144, 255)位置的灰度值,灰度值为 118;然后

再以 (75, 118)为下标,继续迭代取值,如此下去. 迭

代的序列如下所示:

x1 = 144 y1 = 255

x1 = 75 y1 = 118

x1 = 48 y1 = 54

x1 = 86 y1 = 144

x1 = 51 y1 = 51

x1 = 89 y1 = 121

x1 = 43 y1 = 67

x1 = 63 y1 = 72

x1 = 69 y1 = 97

x1 = 168 y1 = 121

x1 = 192 y1 = 83

x1 = 67 y1 = 134

. . . . . .

在 12 次内还没有重复, 也就是还没有陷入到

周期点中; 编写程序, 计算得到该迭代次数小于

50000 次时, 没有出现过第二个 (23, 109), 也就是

(23, 109)的周期要大于 50000.

图 14 把图像调整到 256×256大小 (a)图像 1原; (b)图像 1
调整后图; (c)图像 2原图; (d)图像 2调整后

改变初始值进行迭代, 计算出当迭代起始点

为 x1 = 77, y1 = 124 时, 迭代到 236 次的时候, 出

现重复, 也就是第 236 次后, 其下标也是 x1 = 77,

y1 = 124,所以可以说 (77, 124)是 236阶周期点. 进

一步实验得到 (76, 124) 也是 236 阶周期点, 但是

(75, 124)与 (78, 124)迭代 50000次还不曾重复.迭

代 50000次不重复的点很多,例如, x1 = 7, y1 = 12

时,迭代 72500次也没有出现重复.

下面研究究竟哪些点周期小, 哪些点周期大.

共迭代 25000次,把在 25000次迭代之内重复的绘

制出来,如图 15所示. 从图 15看,重复的还是少数

点.

0
0

50

50

100

100

150

150

200

200

300

250

250

图 15 小于 25000的周期点分布示意图

上面研究的是一种最简单的图像迭代,可表示

为 z1 = f (x,y)

z2 = g(x,y)
,

x = z1

y = z2

,

其中 f (x,y)与 g(x,y)表示两幅灰度图像.

实验结果还表明,有大量的图像经过这样组对

迭代后很容易收敛,得到的基本结论是同一物体的

不同图像放在一起进行迭代易于收敛,不同的或者

不相近的图像放在一起不易于收敛,所以初步判断

改进该方法可以用于图像识别与跟踪、图像理解、

图像数据库构造等.

6 总结与展望

本文研究了单位区域内双二次贝赛尔曲面构

成的函数的混沌特性,研究发现把其中一个曲面调

整为标准曲面, 极大地增加了该函数的混沌概率.

随机生成两个曲面,构造迭代使混沌的概率不到千

分之一,使用本文方法可以使得混沌的概率大于百

分之十.在大量的混沌函数中选择三组函数进行了

详细研究, 通过分岔图以及 Lyapunov 指数曲线图

观察函数的混沌特性. 利用这些分岔图可以得到更
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多的参数, 这些参数能够构造出混沌函数. 这是一

个构造混沌、发现混沌的较好的实用的方法.

进一步的工作需深入研究双二次贝赛尔曲面

构成的函数的混沌特性, 给出一些结论性的结果,

并给出说明或者证明;研究三个三元迭代式在单位

区域中的混沌特性,例如把洛伦兹系统族当作一个

特例进行研究,研究调整其形状后什么情形下出现

混沌;另外,依据现有的混沌理论与实验结果,继续

研究图像迭代的混沌特性, 期待发现新的结果,例

如把一个图像和一个标准函数放到一起迭代,关于

这个内容,从最近作者研究结果看, 可以作为一种

图像识别的方法; 事实上, 也可以利用单位区域函

数的作用研究较规范的湍流问题,如圆柱形管道中

的管内的流体的受力、加速度或者速度等可以用

标准函数或者亚标准函数来表示,这样可以更好地

利用混沌研究湍流问题.
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Abstract
In the paper, the chaotic characteristics of two functions are studied by a quadratic surface mapping in spatial unit area. When

a surface is the standard surface in spatial unit area and another surface is generated randomly, the probability that the two functions
are in the chaos can be greater than one-tenth, so this is a better method of generating chaos. The chaotic characteristics are analyzed
by calculating the Lyapunov exponent and drawing the bifurcation diagram. According to the bifurcation diagram of the changing
parameter and the characteristics of the regional distribution of the chaotic surface control points, the chaotic mapping function can
be found and a lot of two-dimensional chaotic attractor graphics can be obtained. Besides, gray scale image is regarded as a discrete
two-dimensional function for the first time. The study of image as an iteration expression shows some chaotic characteristics. The
study shows that the same or similar image converges to the cycle point easily, which can be used in some research areas such as image
recognition.
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