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一类大气浅水波系统的广义变分迭代行波近似解*
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本文研究了一类非线性浅水波系统,首先构造了相应的泛函. 其次选取 Lagrange乘子,再用改进的广义变分迭

代方法,得到了相应模型的行波近似解析解.
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1 引 言

大气和海洋的自然现象异常,影响到全球的气

候和生态等方面的变化. 它们的气候异常、海水反

常流动,对经济发展和人类生活都受到严重的灾难.

因此对它的规律的研究和预防,成为当前学术界关

注的对象.利用数值方法来探讨大气浅水波系统的

物理特性, 许多学者进行了很多的研究 [1−5]. 大气

浅水波耦合系统是一个非线性的物理过程,近来一

些学者已经利用非线性动力学的解析理论来研究

一类大气浅水波系统, 并求得了近似解析解 [6−9].

这种方法的优点还在于得到的近似解析解的表达

式还能进行相关的解析运算,以便能得到其他有关

物理量的更广泛的性态. 莫嘉琪等曾利用非线性近

似解析方法研究了一类大气物理、海洋气候等领

域中的非线性问题 [10−17]. 在本文中,是利用一个简

单而有效的改进的广义变分迭代方法 [18], 来近似

地求解一类大气浅水波非线性扰动耦合系统.

2 大气浅水波扰动系统

今考虑如下无量纲正压大气浅水波扰动系统:
∂h
∂ t

+
∂ (uh)

∂x
+

∂ (vh)
∂y

= G1(h), (1)

∂u
∂ t

+u
∂u
∂x

+ v
∂u
∂y

+
∂h
∂x

− lv = G2(u), (2)

∂v
∂ t

+u
∂v
∂x

+ v
∂v
∂y

+
∂h
∂y

+ lu = G3(v), (3)

其中 t, x, y 分别为时间、空间变量, h 为位势函数

高度, u, v 分别为纵向、横向速度, l 为转动系数,

Gi(i = 1,2,3)为系统的扰动项,它们为对应变量充

分光滑的函. 我们用改进的广义变分迭代方法来求

出耦合摄动系统 (1)—(3)的近似解析解.

3 改进的广义变分迭代

首先对 (1)—(3)式作行波变换 z = x+ y+ t,得
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现引入泛函 Fi(h,u,v) ∈C1(R)(i = 1,2,3),
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+(ū+ v̄)
dh̄
dξ

+ h̄
d

dξ
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其中 h̄, ū, v̄ 分别为 h, u, v 的限制变量 [18], λi(i =

1,2,3)为对应的 Lagrange乘子.

将泛函 (7)—(9) 式分别进行变分: δFi(i =

1,2,3), 并令其为零: δFi = 0. 不难可得到系统的

Lagrange乘子: λi = 1(i = 1,2,3). 于是我们构造系

统 (4)—(6)关于函数 h, u, v如下迭代式:
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现选取系统 (4)—(6)的初始近似 (h0(z), u0(z),

v(z))为系统 (4)—(6)的线性情形的一个解.即

h0 =1,

u0 =cos(lz)+ sin(lz),

v0 =cos(lz)− sin(lz). (13)

于是由 (13)式及迭代关系式 (10)—(12), 可依次得

到序列 {hn,un,vn}. 可以证明. 在 z ∈ [0,Z0]上,其中

Z0 为充分大的正常数, 序列 {hn,un, ,vn} 是一致收
敛的. 设

h(z) = lim
n→∞

hn(z),

u(z) = lim
n→∞

un(z),

v(z) = lim
n→∞

vn(z). (14)

不难证明,由 (14)式确定的 {h,u,v}就是一个
无量纲正压大气浅水波扰动耦合系统 (4)—(6)的一

个精确解. 而 {hn,un,vn}就是耦合系统 (4)—(6)对

应的 n次近似解析解.
将得到的近似解用行波变换 z = x+ y+ t 代入,

我们便得到无量纲正压大气浅水波扰动耦合系统

(1)—(3)对应的各次行波近似解析解.

4 举 例

为了简单起见, 我们设无量纲正压大气浅

水波扰动耦合系统 (4)—(6) 的扰动项为 G1 = 0,

G2 = au2, G3 = bv2, 其中 a, b为常数. 这时大气浅

水波系统 (4)—(6)可表示为

(1+u+ v)
dh
dz

+h
d
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(u+ v) = 0, (15)
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+
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dv
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+
dh
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+ lu = bv2. (17)

由广义变分迭代式 (10)—(12), 当 n = 1时, 我

们可得大气浅水波系统 (15)—(17) 对应的一次近

似解

h1 =3−2cos(lz), (18)

u1 =
1+a

2
− lz(1−a)+(cos(lz)

+ sin(lz))− 1
2
(cos(2lz)+

sin(2lz))− a
2

cos(2lz), (19)

v1 =
1−b

2
+ lz(1+b)+(cos(lz)

− sin(lz))− 1
2
(cos(2lz)

− sin(2lz))+
b
2

cos(2lz). (20)

再由广义变分迭代式 (10)—(12) 式, 当 n = 2

时,我们可得大气浅水波系统 (15)—(17)对应的二
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次近似解
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其中 u1, v1 分别由 (19), (20)式表示.
不妨选取无量纲参数为 l = a = b = 1,这时大

气浅水波系统 (15)—(17) 对应解 (h,u.v) 的零次、

一次、二次近似解的曲线图形如图 1至图 3所示.

图 1 h0(z), h1(z), h2(z)的曲线图形 (l = a = b = 1)

图 2 u0(z), u1(z), u2(z)的曲线图形 (l = a = b = 1)

继续由 (10)—(12) 式及 (13), (18)—(23) 式, 依
次可得大气浅水波系统 (15)—(17) 对应的更高的
n(n = 3,4, · · ·)次近似解析解.

图 3 v0(z), v1(z), v2(z)的曲线图形 (l = a = b = 1)

将得到的近似解用行波变换 z = x+ y+ t 代入,

我们便得到相应的无量纲正压大气浅水波扰动耦

合系统 (1)—(3)相应的一次、二次行波近似解析解

h1 =3−2cos(x+ y+ t), (24)
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1+a
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+(1+u1 + v1)
dv1

dξ
.−bv2
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]
dξ , (29)

其中 u1, v1 分别由 (25), (26)式表示.
用同样的方法, 由系统的零次近似 (13) 和

(24)—(29) 式, 我们还可以得到相应的无量纲正
压大气浅水波扰动耦合系统 (1)—(3)相应的更高次
的行波近似解析解.

5 结 论

大气浅水波耦合系统是一个复杂的自然现象.
因此我们需要把它简化为基本模式,并且用近似方

法求出其解.改进的变分迭代方法就是一个简单而

有效的方法. 这个方法是定义一组泛函, 通过求广

义变分的过程,求出对应的 Lagrange乘子,从而可

构造广义变分迭代式,并用对应的线性系统的解作

为迭代式的初始近似,再从迭代式求出系统对应的

行波近似解解析解.

采用本广义变分迭代方法得到的近似解,还在

于对它的初始近似 (h0, u0, v0)的选取也十分重要,

本文选用的是一个相应的线性问题的解作为原系

统的零次近似. 从而再进一步深入地用逼近理论可

得到原非线性系统相应的一个近似解析解.
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Abstract
In this paper, a class of wading wave system is considered. Firstly, the corresponding functional is constructed; secondly, its

Lagrange operators are selected. Then, using the modified generalized variational iteration method, the corresponding traveling wave
approximate analytic solutions are obtained.
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