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基于微分几何理论的参数失配系统时空同步研究*
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本文采用状态反馈精确线性化方法,实现了参数失配系统的时空同步控制.引入微分几何理论,首先采用李导

数判定了参数失配系统的仿射模型是否满足状态精确线性化的充要条件,通过非线性坐标变换得到了其线性解耦

系统,并结合线性最优控制理论确定了同步控制律,数值仿真证实了该控制方法的有效性,从非线性控制角度探索

了混沌系统时空同步的新方法.
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1 引 言

时空混沌是时间和空间上都无序的复杂动力

学行为, 广泛存在于空间延展系统中, 其产生的机
理和其动力学规律一直是非线性科学中最重要的

研究内容之一.时空混沌系统的同步现象不仅广泛
存在于自然界中, 而且在一些重要领域如物理学、
信息科学、人体生命科学及工程等诸多领域具有

潜在的应用价值 [1−3]. 为此, 时空混沌系统的同步
研究已成为国内外该领域学者共同关注的方向之

一. 然而, 由于系统内部结构和外界噪声干扰的影
响,时空混沌系统之间往往存在着参数的不匹配性.
因此,研究参数失配的时空混沌系统之间的同步问
题具有实际意义.
自从 1990年 Pecora和 Carroll开始混沌同步的

研究以来, 许多混沌同步方法相继被提出, 典型的
主要有驱动响应法 [4],变量耦合法 [5]以及延迟反馈

法 [6−8],但这些同步方法主要是针对时间混沌系统
而设计的,不能简单的扩展至更为复杂的时空混沌
系统的同步控制中. 近几年来, 时空混沌的研究逐
渐引起人们越来越多的关注,滑模控制 [9,10]、鲁棒

反演控制 [11]、自适应控制 [12]及状态反馈 [13,14]等

方法也逐渐应用到时空混沌系统的同步控制中,但

是大部分控制方法都是实现相同系统在不同的初

始条件下达到同步或不同的自治系统之间的同步.

文献 [15, 16]研究了两个具有参数失配的自治系统

之间的同步,而有关非自治系统之间的同步的研究

相对较少. 最近,文献 [17]基于 Lyapunov直接法和

Sylvester 准则研究了参数失配的受迫振动系统的

同步判据, 然而构造 Lyapunov函数具有一定难度,

至今仍未形成通用的实现方法. 为此, 本文拟运用

微分几何理论的状态反馈精确线性化方法 [18,19] 来

探讨参数失配系统时空同步的问题.与文献 [17]不

同,该方法不需要构造 Lyapunov函数,在适当的非

线性坐标变换下转化为线性系统过程中,没有忽略

掉任何高次非线性项,并结合线性最优控制理论来

确定同步控制律. 最后, 采用具有时空混沌行为的

半导体漂移-扩散方程 [20] 为对象开展研究,验证了

该方法的有效性.

2 混沌同步系统仿射模型

考虑时空混沌系统由下列半导体漂移-扩散方
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程描述

∂a(x, t)
∂ t

=
∂ 2a(x, t)

∂x2 +
b−a(x, t)

(b−a(x, t))2 +1

−ζ1a(x, t),

db
dt

=ω( j1 −b−⟨a⟩), (1)

式中 t 为时间变量, x为空间变量, a(x, t)、b为系统

状态变量, ⟨a⟩为变量 a(x, t)在空间域内的平均值,
ζ1, j1, ω 分别为系统的参数.
将 (1)式作为目标系统,相应的受控系统取为

∂m(x, t)
∂ t

=
∂ 2m(x, t)

∂x2 +
n−m(x, t)

(n−m(x, t))2 +1

−ζ2m(x, t)+g1u1

dn
dt

=ω( j2 −n−⟨m⟩)+g2u2, (2)

式中 m(x, t), n为系统状态变量, ⟨m⟩为变量 m(x, t)

在空间域内的平均值, ζ2, j2 分别为系统的参数, u1

和 u2 为同步控制律, g1 和 g2 为增益系数.
首先, 假设受控系统没有施加控制信号, 选

取以上系统的参数分别为 ζ1 = 0.04, ζ2 = 0.05,
ω = 0.035, 同时分别以 j1, j2 为分岔参数, 分析
了目标系统和受控系统中状态变量最小值 (bmin 和

nmin)的动力学行为.如图 1所示,目标系统在分岔
参数 j1 = 1.286处出现分岔现象,紧接着由倍周期
分岔进入混沌;而受控系统在 j2 = 1.243时就出现
分岔现象, 然后由倍周期分岔进入混沌, 同时还存
在间歇性混沌现象. 由以上分析结果可知, 由于系
统参数 ζ1 ̸= ζ2, 目标系统和受控系统在 j1 = j2 时

其工作状态依然是不同步的. 因此, 需借助于有效
的控制方法来加以抑制.

图 1 目标系统分岔图

定义目标系统和受控系统的同步误差为

e1 = n−b,

e2 = ⟨m⟩−⟨a⟩. (3)

选取状态变量 e = [e1,e2]
T, 输入变量 u = [u1,u2]

T,
输出变量 y = [y1,y2]

T,且定义

y1 = h1(e) = e1, y2 = h2(e) = e2,

d1 =
n−m(x, t)

(n−m(x, t))2 +1
−ζ2m(x, t),

d2 =
b−a(x, t)

(b−a(x, t))2 +1
−ζ1a(x, t),

同时假设状态变量 a(x, t) 已被镇定为空间均匀分
布 [20],可得系统仿射非线性模型为

ė = f (e)+G(e)u,

y = H(e), (4)

式中

G(e) = [g1(e) g2(e)] =

 g1 0

0 g2

 ,

H(e) = [h1(e) h2(e)]T,

f (e) =

 −ω(e1 + e2)

d1 −d2

 . (5)

于是, 混沌同步问题转化为非线性系统 (4)在
原点处的渐近稳定问题.为了实现目标系统和受控
系统达到同步,首先需分析系统 (4)是否满足状态
精确线性化的充要条件,进而依据微分几何理论对
系统控制律 u1 和 u2 进行合理设计,当 t → ∞时,使
得状态变量之间的误差 e(t)→ 0.

图 2 受控系统分岔图

3 基于微分几何理论的同步机理

3.1 状态精确线性化条件验证

对于仿射非线性系统 (4),假设状态变量 e ∈ Rn,
向量函数 f ∈ Rn, 系统平衡点为 e0, 矩阵 G(e0) 的
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秩为 m, 状态精确线性化问题可解的充要条件

是 [18]: 存在 m 维函数 H(e) = [h1(e), · · · ,hm(e)]T,

使得系统在 e0 处有向量相对阶 {r1, · · · ,rm}, 且

r1 + · · ·+ rm = n.

由定义可知,系统的向量相对阶需要满足下面

两个条件 [18]:

1) 对所有 e0 邻域的 e 和所有 1 6 j 6 m,

1 6 i 6 m, 0 6 k < ri −1,满足

Lg j L
k
f hi(e) = 0. (6)

2)在 e = e0 处,下面的 m×m阵是非奇异的.

A=


Lg1Lr1−1

f h1(e) · · · LgmLr1−1
f h1(e)

...
. . .

...

Lg1Lrm−1
f hm(e) · · · LgmLrm−1

f hm(e)

 .

(7)

为求相对阶,按此定义,应当从 k = 0开始检查

Lg j L
k
f hi(e) 值, 直到它不为零时为止. 把 Lg j L

k
f hi(e)

首次不为零时的 k值加 1就是相对阶 ri 的值.

首先,当 k = 0时,运用李导数求得

Lg1h1(e) = g1,

Lg2h1(e) = 0,

Lg1h2(e) = 0,

Lg2h2(e) = g2. (8)

同理有

L f h1(e) =−ω(e1 + e2),

L f h2(e) = d1 −d2. (9)

由于 Lg1h1(e) ̸= 0, Lg2h2(e) ̸= 0, 且矩阵 A = g1 0

0 g2

是非奇异的,可知系统 (4)式的向量相

对阶 {r1,r2} = {1,1}, 系统总相对阶 r = 1+ 1 = 2,

等于系统的维数. 因此, 系统完全满足状态精确线

性化的充要条件.

3.2 同步控制器设计

依据微分几何理论,非线性坐标变换可定义为

z = [z1 z2]
T = Φ(e) =

 h1(e)

h2(e)

 . (10)

由此系统 (4)式可转化为以新坐标系 z = Φ(e)描述

的完全可控的解耦系统 ż1

ż2

=

 Lg1Lr1−1
f h1(e)u1 +Lr1

f h1(e)

Lg2Lr2−1
f h2(e)u2 +Lr2

f h2(e)

 ,

Y =

 z1

z2

 . (11)

为使其完全精确线性化,令线性系统控制律

v =

 v1

v2


=

 Lg1Lr1−1
f h1(e)u1 +Lr1

f h1(e)

Lg2Lr2−1
f h2(e)u2 +Lr2

f h2(e)

 . (12)

于是, (11)式可变换为 ż1

ż2

=

 v1

v2

 ,

Y =

 z1

z2

 , (13)

其中,线性系统控制律 v可用具有二次型性能指标

的线性最优控制方法获得. 对于 (13)式所示的线性
系统可表达成

ż(t) =Az(t)+Bv(t). (14)

由线性系统最优控制原理可知,其最优控制律

v(t) =−K∗z(t), (15)

其中增益矩阵

K∗ =R−1BTP ∗, (16)

式中R为权系数, P ∗为 Riccati方程的

ATP +PA−PBR−1BTP +Q= 0 (17)

的解. 文中选择权矩阵 Q 为单位矩阵及权系数

R= 1,由 (16)式和 (17)式,可得

v∗1 =−z1,

v∗2 =−z2. (18)

结合 (12) 式和 (18) 式, 可以得到用以实现目标系
统与受控系统间时空同步的状态反馈控制律 u1

和u2 为

u1 =
ω(e1 + e2)− e1

g1
,
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u2 =
d2 −d1 − e2

g2
. (19)

综上所述, 非线性系统反馈精确线性化理论
的基本思路, 就是选择有效的非线性坐标变换
z = Φ(e) 和非线性状态反馈控制律 u, 从而使非
线性系统得以在大范围甚至在全局范围内线性化.

4 仿真分析

为了验证以上控制方法的有效性,对参数失配
系统的时空同步控制进行了仿真分析.选取系统参
数为: ζ1 = 0.04, ζ2 = 0.05, j1 = j2 = 1.32, ω = 0.035,
时间步长 ∆t = 0.001,空间节点数 N = 40.
图 3为误差变量 e1的时域波形,图 4为误差变

量 e2 的时域波形. 由图可以看出,当受控系统未施
加同步控制时 (t < 10000), 误差变量 e1 和 e2 均不

为零,说明目标系统和受控系统状态变量之间工作
不同步; 当施加同步控制后 (t > 10000), 误差变量
e1 和 e2 都迅速地减少到零,同步效果明显,与理论
分析结果符合.为了进一步说明受控系统是否在空
间范围内也能很好地同步于目标系统,图 5给出了
系统误差变量 e1(x, t) 的时空演化. 由图 5 可以看

图 3 误差变量 e1 的时间演化

图 4 误差变量 e2 的时间演化

出, 当受控系统未施加同步控制时, 由于目标系
统和受控系统均处于混沌运行状态, 其状态变量
a(x, t)和 m(x, t)的演化轨迹无任何关联,在空间范
围内存在一定的偏差；当施加同步控制器后,受控
系统中的状态变量 m(x, t)迅速地跟踪了目标系统
中状态变量 a(x, t)的轨迹. 因此, 系统状态变量不
仅实现了时域内的同步,在空间范围内也是处于同
步的.
图 6和图 7分别为控制律 u1和 u2的时域波形,

当目标系统和受控系统保持同步后,其控制信号基
本消失,说明了该方法控制效果明显. 对比图 6和
图 7,可知控制信号 u1 起主导作用,研究发现仅将

图 5 变量 e1(x, t)的时空演化

图 6 控制律 u1 波形

图 7 控制律 u2 波形
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控制信号 u1 施加于系统 (4)式,同样能达到很好地

同步效果. 因此, 实际应用中可依据以上分析结论

简化同步控制器的设计.

5 结 论

本文基于非线性微分几何理论,以半导体漂移

-扩散方程为研究对象,提出了一种状态反馈精确
线性化的同步控制器设计方法. 在建立参数失配时
空混沌系统的非线性仿射模型基础上,给出了判定
系统精确线性化的方法和依据,借助于非线性坐标
变换设计了系统状态反馈控制律,数值仿真结果证
实了该控制方法的有效性,该方法也可以推广至其
他非线性系统的同步控制.
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Abstract
A new nonlinear synchronization control strategy for a parameter mismatch system based on exact linearization via feedback is

presented. First, a nonlinear affine model of parameter mismatch system is established, and the precondition of exact linearization is
verified based on the differential geometry theory. Through the nonlinear coordinate transformation, the linear decoupling system is
obtained, so the state feedback control law can be determined by the linear optimal control theory. It is found by simulation results
that the proposed synchronization method based on exact linearization via feedback can ensure the successful control of the parameter
mismatch system.
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