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层状介质上时空展源瞬变电磁响应的计算方法研究*
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在瞬变电磁法的实际应用中,由于发射回线和发射波形的不规则性而导致其发射源成为时空展源. 展源效应的

忽略会造成正反演和数据解释的差错,因此开展展源效应的研究对于瞬变电磁法的实际应用具有重要的意义.对于

空间展源,本文以磁偶极子的响应为基响应,应用有源空间的互易定理和第二类曲线积分,提出了一种可基于发射

回线数值坐标求取任意形状发射回线响应的计算方法. 同时对于时间展源,以阶跃波形的响应为基响应,对阶跃响

应的特性进行了分析,提出了一种对发射信号进行非均匀采样的高效时间域计算方法,解决了对数采样的基响应与

高密度采样的发射波形之间进行常规卷积时所面临的时间与精度之间的矛盾. 通过对层状大地上展源响应的模拟

仿真和对比验证显示了本文所提出方法的正确性. 最后本文考察了几种常见时空展源在常规近似前后响应的差别,

并给出了相关结论.
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1 引 言

时域电磁学是当今电磁学领域非常活跃并在

蓬勃发展中的一个前沿分支, 在通信、计算机网
络、电子工程、雷达、地物探测、电磁兼容和生

物电磁学等领域发挥着重要作用 [1−8]. 其中, 层状
介质上展射电源的瞬变电磁响应是该课题的重点

之一,是雷达与低频地球物理探测方法的常用物理
模型. 在地物探测的瞬变电磁法实际作业中, 一方
面由于勘探处地形、人为因素等原因,发射回线多
呈现不规则形;另一方面由于仪器内部器件功能限
制, 发射波形也并非理想的斜变信号. 这些总体特
征使得发射源成为时空展源. 在传统的正反演和数
据处理中: 发射回线常用等面积的圆形回线近似代
替; 波形则被看作理想的斜变信号, 然后通过对阶
跃响应进行关断时间上的平均求得 [9−13].
近年来,一方面随着计算机处理能力和精密采

集技术的发展,使得发射回线空间展源效应的考虑
成为可能. 另一方面随着航空瞬变电磁法的开展,

发射波形不再局限于单纯的斜变信号,半正弦、锯

齿、梯形信号等往往成为首选,因此发射信号的时

间展源效应必须考虑在内 [14,15]. 目前国内外瞬变

电磁法的相关文献在空间展源方面主要涉及了圆

形、矩形和一些简单多边形响应的求取,因其计算

方法都是针对特定的形状,使得其在实际作业中往

往面临很大的不足 [16−18]. 本文则是从发射回线的

空间坐标出发. 首先借助有源空间的互易定理将收

发互换,然后利用基于矢量运算的第二类曲线积分

求取了任意形状回线的响应.因为该方法是针对发

射源坐标构建的,使用者无需关心发射源的实际形

状,只需用 GPS等设备确定回线坐标即可.这使得

该算法在实际作业中具有很大的优越性. 仿真对比

也显示了所提出方法的正确性. 在时间展源的求取

方面, 针对任意波形的响应, 国内外的相关文献往

往是先在频域卷积然后变换到时域而得到. 但对于

某些复杂信号,数学上得到其频谱信息是非常困难

的,因此传统方法往往只适用于简单信号响应的求

取 [18−20]. 针对这一难点,本文则是直接从时间域出
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发, 以阶跃响应为基响应, 通过阶跃响应叠加的方

法求取了任意波形的响应. 为了提高运算效率, 本

文对阶跃响应的变化特性进行了分析,提出了一种

对发射信号采用非均匀采样的运算方法. 仿真分析

显示本文方法很好地解决了运算时间和结果精度

之间的矛盾. 文章最后对时空展源在层状介质上的

响应进行了分析,得出的结论对传统近似造成的误

差分析具有一定的借鉴作用.

2 物理模型和计算方法

2.1 物理模型

图 1 为瞬变电磁法在地球物理、探地雷达和

遥感技术等实际应用中常见的物理模型. 实际作业

中的土壤层、冰层、矿产沉积层和淡水层等均被

等效为具有一定电磁参数 εi, µi 和 σi 且厚度 hi 不

同的层状结构模型,且首层上方空气的电磁参数一

般用真空中相关参数代替.发射源一般为偶极子天

线、圆形、矩形等任意形状回线,常见的发射电流

为阶跃、斜阶跃和半正弦等电流波形. 发射源一般

置于首层或首层之上的空气中向介质中发射电磁

波,电磁波在介质中经过多次发射和折射之后被接

收器 (偶极子线圈)接收.

图 1 瞬变电磁法实际作业对应的物理模型

在图 1中,平面直角坐标系下一般取 z轴垂直

于层状介质往下, x, y轴成右手螺旋关系.此外为了

利用模型的对称性, 圆柱坐标系 (r,φ ,z) 也常常用
于此模型的理论分析.本文中以地物探测中的瞬变

电磁应用作为基础,故各层中的磁导率 µi均假定和

真空中磁导率 µ0 相等.

2.2 偶极子阶跃响应的计算方法

层状介质上方磁偶极子源的阶跃响应是研究

最多的响应,也是本文所提出计算方法的基础响应.
对于位于地面以上 z =−h处磁矩为 m的垂直磁偶
极, 当接收位于 (r,φ,z) 处时其频率域电磁分量表
达式如下所示 [16]:

Eφ =− ẑ0m
4π

∫ ∞

0

[
e−u0(z+h)+ rTE eu0(z−h)]

× λ 2

u0
J1(λρ)dλ , (1)

Hz =
m
4π

∫ ∞

0

[
e−u0(z+h)+ rTE eu0(z−h)]

× λ 3

u0
J0(λ r)dλ , (2)

其中 un = (λ 2 − k2
n)

1/2, kn 为各层介质中的波数,表
达式为 k2

n = ω2µnεn − iωµnσn. rTE 为电场矢量从

地表垂直入射到层状介质所对应的反射系数,可由
rTE = (Y0−Ŷ1)/(Y0+Ŷ1)算出,其中Y0 = u0/iωµ0为

自由空间的本征导纳, Ŷ1 = HTE
y /ETE

y 为 z = 0处的
地表导纳,对于图 1中的 N 层大地,地表导纳可由
如下递推关系给出:

Ŷ1 =Y1
Ŷ2 +Y1 tanh(u1h1)

Y1 + Ŷ2 tanh(u1h1)
, (3)

· · · · · ·

Ŷn =Yn
Ŷn+1 +Yn tanh(unhn)

Yn + Ŷn+1 tanh(unhn)
, (4)

Ŷn =Yn. (5)

在 (1)或 (2)式中这类积分时有两个困难,一是
无限的积分源, 二是贝塞尔函数的震荡特性. 计算
该积分的常规方法是把它变换成褶积形式. 其积分
均具有如下 Hankel变换形式 [21]:

F(r) =
∫ ∞

0
K(λ )Jn(λ r)dλ . (6)

做代换 r = ex 和 λ = e−y, 并在公式两端乘以
ex 可得到如下用于计算线性移不变系统输出的褶

积积分形式

exF(ex) =
∫ ∞

−∞
K(e−y)[ex−yJn(ex−y)]dy, (7)

其 中 exF(ex) 是 输 出, K(e−y) 是 输 入, 而
ex−yJn(ex−y) 是线性系统的移位脉冲响应, 可视
为一滤波器. 变换之后得到的 (7)式可通过对应的
离散褶积进行计算,计算中所采用的滤波器系数一
般是预先由其他形态类似但具有解析解的积分式

计算得来.
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在求得频率域响应之后可通过 iFFT(快速逆傅
里叶变换)求取瞬变响应,但由于 iFFT需要的滤波
系数个数较多, 一般为了提高运算效率, 往往采用
Gaver-Stehfest(G-S)变换求取时间域响应. G-S变换
的思想是利用 δ 函数的积分性质,使函数本身和它
与 δ 函数乘积积分联系起来. 通过选择适当的近似

δ 函数使积分转化为如下与函数的拉式变换有关
的形式 [20]

f (t) = [ln(2)/t]
J

∑
j=1

d( j,J)F [ j ln(2)/t], (8)

其中 d( j,J)为 G-S变换的系数,有如下形式:

d( j,J) = (−1) j+M
min( j,M)

∑
k=M

kM(2k)!
(M− k)!k!(k−1)!( j− k)!(2k− j)!

, (9)

其中 J 是理想值与计算机字长有关的一个偶数,当
今计算机字长情况下一般 J 取 12运算达到最佳值.
M = J/2, m是 ( j+1)/2的整数部分. 此外使用 G-S
变换时, 一般提前将系数 d( j,J) 运算并存储起来,
以提高运算效率.

2.3 空间展源响应的计算方法

设各向同性的线性区域 V 中有两组同频电

流和磁流源 Ja, Jm
a 及 Jb, Jm

b 分别位于有限区域

Va 及 Vb 内, 由高等电磁理论中的 Carson 互易原
理可得到到两组源与产生的电磁场之间具有如下

关系 [22]: ∫
Va

(Eb ·Ja −Hb ·Jm
a )dV

=
∫

Vb

(Ea ·Jb −Ha ·Jm
b )dV. (10)

当两组源都为线电流源时, (10)式可写为∫
La

(Eb ·Ja)dl =
∫

Lb

(Ea ·Jb)dl. (11)

由 (11)式可以看出,假设 C1, C2 是某区域内的

两个线圈,如果分别在两个线圈中通入相同的电流,
那么它们各自在彼此线圈内产生的电压是一样的.
于是在求取如图 2 所示层状介质空间展源的响应
时, 可以利用互易定理将接受偶极作为发射源, 将
问题转变为求取任意回线在偶极子场激发下的响

应.互易定理保证了这两种求解下的响应是相同的.
假设图 2中通入阶跃等形式的变化电流后,空

间中将会产生电磁矢量场分量 eφ , hz 和 hρ . 大回
线中的感应电压可通过涡旋电场在回线上的第二

类曲线积分确定

v =
∮

C
eφ · dl, (12)

其中 C代表闭合大回线的周路径. 虽然回线上的感
应电压同样可以利用磁通量的时间偏导数在回线

所围成的曲面上做第二类曲面积分得到,但这会造
成计算上的复杂性,而且也会失去所设计的方法的
实用性,因为在实际作业中往往通过 GPS等设备确
定回线的位置坐标参数. 若假设图 2中的回线在作
业布设时由 n段曲率近似相同的线段构成,则 (12)
式中积分

v =
n

∑
i=1

vi =
n

∑
i=1

∫
Ci

eφ · dl, (13)

图 2 实际作业中发射回线呈现出的空间展源特性

其中 Ci 代表坐标 (xi,yi)与 (xi+1,yi+1)之间的积分

路径,且 (xn+1,yn+1)与 (x1,y1)为同一点. 根据第二
类曲线积分的运算规则,每段曲线中的感应电压可
转换为如下形式:

vi =
∫

Ci

eφ cosα dx+ eφ cosβ dy, (14)

其中 α , β 分别为矢量场 eφ 在 x与 y轴的夹角. 通
过对积分路径插值成函数 y = y(x), (14) 式可转换
为如下容易计算的定积分形式:

vi =
∫ xi+1

xi

[eφ cosα + eφ cosβy′(x)]dx. (15)

结合 (13)和 (15)式便可以求得层状介质上空
间展源在偶极子接收处的电压响应,对其求定积分
便可得到相应的场响应.由于该方法是基于回线坐
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标构建的,这些坐标在实际作业中完全可通过 GPS
地学坐标转换得到,因此该方法具有很大的实际应
用价值.

2.4 时间展源的计算方法

由于传统计算时间展源的频率域方法需要求

取信号的频谱,但复杂信号的频谱计算时非常复杂
甚至有时候很难做到. 因此对于实际发射的信号往
往需要使用近似简单信号的频谱,造成比较大的理
论误差. 由于任何信号在时间域内都可以看成许多
阶跃信号的叠加,因此层状介质上的任意波形的响
应完全可以通过阶跃响应的叠加得到. 对于图 3中
的信号,若 u(t)表示阶跃信号, hs 表示时间域的阶

跃响应.那么在 t −n∆t > 0条件下,图 3所示信号在
层状介质上的响应可表示为 [20]

h(t) =i0(0+)hs(t)u(t)

+
N

∑
n=1

∆inhs(t −n∆t)u(t −n∆t). (16)

由于阶跃响应的动态范围过大,在计算仿真和
实际作业中往往都采用对数采样得到. 对数采样的
非均匀使得 (16)式的积分无法通过常规卷积得到.

虽然可以通过数学插值增加采样点进而利用常规

卷积, 但效率过慢, 尤其面对实际作业产生的巨大
数据量时是很不现实的.
首先因为 (16)式中对最终波形响应做出贡献

的是波形在采样处的变化量而非波形的当前数值.
因此若 t1 和 tn 分别代表距离所求时间点最近和最

远的采样点, δ 代表一非常小的时间间隔,我们显然
可以利用 i(ti) = i(ti−1)±δ 的规则进行信号采样而
非均匀采样,这样会使得采样点在变化率大的信号
部分密集采样, 变化率小的地方稀疏采样, 进而达
到提高运算效率的目的.

图 3 用阶跃函数逼近任意发射波形

图 4 发射信号的两种常见采样方式 (a)密集采样; (b)稀疏采样

其次对图 4 中常用的斜阶跃信号的两种疏密
不同的采样方式进行分析.在下阶跃响应为正的情
况下,两种采样方式下 t 时刻的响应分别表示为

h1(t) = h2
s +h3

s +h4
s +h5

s −h1
s (17)

和

h2(t) = 2h2
s +2h4

s −h1
s . (18)

由于瞬变响应早期衰减迅速而晚期缓慢,因此
有 h5

s > h4
s 和 h3

s ≈ h2
s . 将其分别代入 (17)和 (18)式

中可以得到

h1(t) = (h2
s +h3

s +h4
s +h5

s −h1
s )

> (2h2
s +2h4

s −h1
s ) = h2(t). (19)

由 (19)式可以看出,过于稀疏的信号采样会使

求得的信号响应值过低. 虽然信号采样越密集求得

的响应值会越精确, 但从 (19) 式的分析可以看到:

增加采样点 t4 会对结果精度做出很大改进而增加

采样点 t2 对结果精度基本没有改进.
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通过上面的分析可以得出结论,越靠近所求时
间点的信号采样密度越对结果精度影响大,距离达
到一定程度的信号采样值几乎对结果是毫无影响

的,因此我们可以修正上面的采样方式从而得到一
个更加高效的信号采样方式: 假设 δ1 代表距离所

求时间与最近的采样点之间的间隔,其他的采样点
位置按照 δk+1 = κδk 进行计算得到. 由于信号是从
响应时间点往前算起,因此递推系数 κ 必须大于 1,
其中采样初始间隔 δ 与递推系数 κ 值的大小由计
算时间和精度之间的平衡关系所决定.

3 数值计算和对比分析

3.1 计算方法正确性的验证

为了研究不同时空展源对响应的影响,首先需
要对本文所提出计算方法的正确性做出验证. 由于
正多边形是圆形的一种几何逼近,且均匀大地上的
圆形回线中心处的负阶跃响应存在如下解析式 [11]:

hz|Step =
I

2a

[
3√
πθa

e−θ 2a2

+

(
1− 3

2θ 2a2

)
erf(θa)

]
. (20)

其对时间的微商即电压响应的解析式为

∂hz|Step

∂ t
=

I
µ0σa3

[
3erf(θa)

− 2
π1/2 θa(3+2θ 2a2)e−θ 2a2

]
. (21)

因此可以通过将圆形回线中心处的瞬态响应

和正多边形中心处的瞬态响应作对比来验证我们

提出方法的正确性. 其中圆形回线中心处的响应采
用上述解析式进行计算,而正多边形中心回线处的
响应采用我们提出的 2.3中的方法. 图 5中给出了
内径同为 50 m的正十六边形和圆形回线在电导率
为 0.01 S/m的均匀大地上的瞬态响应对比图. 从图
中看出无论是负阶跃响应还是其导数电压响应,二
者结果都保持一致,由此可见所提出的计算空间展
源响应的方法是正确的.
在时间展源方面, 由于斜阶跃信号的响应可

以通过对理想负阶跃响应在关断时间内取平均得

到,而斜阶跃信号同时也可以通过我们提出的非均
匀采样的阶跃叠加法求取. 图 6 给出了地层参数
为 σ1 = 0.01 S/m, σ2 = 0.001 S/m和 h1 = 25 m的二
层 G 型断面上, 关断时间为 250 µs 的斜阶跃信号
在 100 m 圆形回线中心处两种方法计算得到的响

应对比图. 从图中可以看到二者响应完全一致,从
而验证了我们提出的 2.4方法的正确性. 此外为了
验证本方法的效率,对多种层状模型进行了分析对
比. 在一般情况下: 相对于均匀采样 (即递推系数
κ = 1),本方法可以做到减少一半的采样率而得到
不到 1%的数据误差.

图 5 均匀大地上内径相同的圆形和正十六边形回线中心响应

曲线

图 6 常规阶跃响应平均法与本文提出方法求取的斜变信号响

应的曲线

3.2 空间展源对响应的影响分析

为了研究瞬变电磁法中空间展源效应对响应

结果的影响,假设一种比较常见的情形: 实际作业
在铺设发射回线的过程中由于河流、树林或山丘

等原因将方形回线铺设成了如图 7 所示的不规则
形状.由于传统的处理方法一般用等面积的圆形回
线代替该不规则回线计算其响应, 图 8 和图 9 中
给出了地层参数 σ1 = 0.1 S/m, σ2 = 0.001 S/m 和
h1 = 100 m 的两层大地上此不规则回线和等效圆
形回线在中心 A点和大收发距 B点的瞬态响应对
比图.
虽然曲线在图 8和图 9都保持着衰减的趋势,

但是在图 9中存在一个响应正负变号的拐点. 这是
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图 7 因地形原因而造成的不规则发射回线示意图

图 8 不规则回线和等效圆形回线在中心接收处的响应曲线

图 9 不规则回线和等效圆形回线在大收发距处的响应曲线

由于地下感应电流极大值通过回线外观察点下方

造成的. 对比图 8与图 9曲线可以看出: 1)不规则
回线相对于等效圆形回线的响应保持着非常相似

的变化趋势, 因此对结果精度要求不高的情况下,
可以用相等面积的圆形回线代替不规则回线; 2)不
规则回线相对于圆形回线的空间展源效应并不随

收发距的增大而减小,因此无论是回线中心处还是
远距离偶极源情况下接收,忽略回线的展源效应都
会造成一定程度的误差; 3)因为时间早期响应与空

间远区响应反应表层电导率的变化,而时间晚期响
应和空间近区响应则都反应底层电导率的变化. 从
图 8和图 9 可以看出此种近似对于高电导率地层
的响应值偏低,而对于低电导率地层则响应值偏高.

3.3 时间展源对响应的影响分析

瞬变电磁法在实际工作中,由于发射机电子器
件特性以及回线感性负载等原因,发射波形并非理
想的斜阶跃、方波等形状,然而在传统的处理方法
中一般采用其近似的理想波形进行处理,这就存在
高估或者低估发射电流的情况. 假设实际发射电流
为图 10 中的两个类指数信号之一, 都用介于两者
中间的斜阶跃信号进行估计.信号的采样都采用了
本文提出的非均匀采样. 图 11中分别给出了三种
电流情形在地层参数 σ1 = 0.1 S/m, σ2 = 0.001 S/m
和 h1 = 250 m的两层大地上 50 m圆形回线中心处
电流关断后的瞬态响应对比图.

图 10 用阶跃信号等效实际发射的类指数信号

图 11 等效阶跃信号与类指数信号的响应曲线

对比图 11中的三条曲线可以看出: 1) 在选择
相似信号求取到的响应和真实响应保持着非常相

234201-6



物理学报 Acta Phys. Sin. Vol. 62, No. 23 (2013) 234201

同的衰减趋势,因此传统方法在一定精度范围内是
可取的. 2)信号被高估与低估所对应的响应也会被
相应的高估和低估. 这种近似造成的误差并没有随
着时间的延迟而消失. 3)由于不同时间延迟的时间
响应对应着不同的地层,因此从响应曲线可以看出,
地层的电导率对该条件下近似造成的响应误差并

没有影响.

4 结 论

本文针对层状介质上时空展射电源的响应问

题建立了物理模型. 针对空间展源的任意形状回线
问题,采用 Carson互易原理将回线源和偶极接收进
行互换,基于第二类曲线积分构建了一种可以通过
发射源数值坐标而求取回线响应的方法. 针对时间
展源的任意发射波形问题,在分析了阶跃响应变化
特征的基础上,提出了一种对发射信号进行非均匀
采样的阶跃响应叠加法来提高响应的运算效率.最
后在验证了本文所提出方法正确性的基础上,对传
统的时空展源近似问题进行了分析.主要结论有以
下几点:

1. 对实际发射回线采用圆形回线或者磁偶极
子近似,对实际发射波形采用相近理想波形近似的
传统方法求取的响应和实际的时空展源响应保持

着基本相同的衰减曲线,在精度要求不高的条件下
可以作为一种简单可行的方法.

2. 无论对空间展源增大收发距, 还是对时间
展源增长接收时间, 传统近似所带来的响应误差
还是存在的,因此对于差异较大的近似或者响应精
度要求较高的情况下,不能够忽略发射源的时空展
源效应.

3. 对于空间展源的近似所造成的响应值偏大
或偏小与地层的电导率有关,而对时间展源的近似,
则是电流估计的高低对应着响应值估计的高低.
由于本文是以低频地物勘探中的瞬变电磁法

作为物理模型,数值计算中采用了忽略位移电流的
准静态场近似. 但本文中的理论公式和计算方法都
是针对全态场的,因此介电常数对响应的影响用上
面的方法同样可以分析, 本文不再给出. 本文求取
了层状介质上的时空展源的精确响应,如何将这些
精确响应的计算应用到高效的反演计算之中将是

下一步工作的重点.
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Abstract
In practical applications of transient electromagnetic methods, irregularity of the transmitting loop or current waveform makes the

source an extended one. Since neglect of the effect of the extended source will cause some errors in both forward modeling and data
interpretation, it makes great sense to calculate the responses that take this effect into account. For a spatially extended source over
layered medium, step response is firstly calculated and taken as the basic response, then principle of reciprocity and the integral of the
second kind are used to propose a new method that can compute the response based on the coordinates of the loop. For an extended
source in time, an improved step-function summation method is proposed to deal with the contradiction between the precision of result
and consuming of time. Comparisons with the published work have proved the validity and accuracy of our methods. The effect of
the traditional approximations of the extended source is also investigated and some analysis for the numerical results is presented for
advanced usage.
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