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涉及 Hermite多项式的二项式定理和 Laguerre多项式
的负二项式定理*
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提出量子力学算符 Hermite多项式方法,即将若干常用的特殊函数的宗量由普通数变为算符,并用它来发现涉

及 Hermite多项式 (单变数和双变数)的二项式定理和涉及 Laguerre多项式的负二项式定理,它们在计算若干量子光

场的物理性质时有实质性的应用. 该方法不但具有简捷的优点,而且能导出很多新的算符恒等式,成为发展数学物

理理论的一个重要分支.
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1 用算符 Hermite 多项式方法推导含
Hermite和 Laguerre多项式的二项式
定理

Hermite 多项式 Hm (q) 和 Laguerre 多项式
Ll (z) 分别在量子力学计算谐振子能态和计算氢
原子能态的波函数有实质的应用, Hermite 多项式
也是分数 Fourier变换的本征函数. 另一方面,通常
的二项式定理是指

m

∑
l=0

(
m
l

)
ylqm−l = (y+q)m , (1)

通常的负二项式定理是指

∑
l=0

(n+ l)!(−q)l

l!n!
= (1+q)−n−1 . (2)

那么是否存在涉及 Hermite多项式的二项式定理和
涉及 Laguerre多项式的负二项式定理呢？例如,当
我们在 (1)式左边再附加一个 (m− l)阶 Hermite多
项式 Hm−l (q),那么含 Hm−l (q)的二项式定理

m

∑
l=0

(
m
l

)
ylqm−lHm−l (q) (3)

是什么？又如,当我们把 (2)式的左边再附加一个

Laguerre多项式 Ln+l (z)

∑
l=0

(n+ l)!(−q)l

l!n!
Ln+l (z) , (4)

那么含 Laguerre多项式的负二项式定理又是什么？

注意当 n = 0, (4)式变成 ∑l=0 (−q)l Ll (z),恰应该是

已知的 Laguerre多项式的母函数公式

∑
l=0

(−q)l Ll (z) = (1+q)−1 exp
(

zq
q+1

)
, (5)

因此 (4)式的求和结果不仅将给出含 Laguerre多项

式的负二项式定理,也将引导我们去导出 Laguerre

多项式的广义母函数公式. 以下提出量子力学算

符 Hermite多项式方法,即将若干常用的特殊函数

的宗量由普通数变为算符,并用它来发现涉及 Her-

mite 多项式的二项式定理和 Laguerre 多项式的负

二项式定理, 此方法不但具有简捷的特点, 而且能

导出若干新的量子力学算符恒等式,它们将在量子

光学的若干计算中有实质性的应用.

*国家自然科学基金 (批准号: 11175113)资助的课题.

† 通讯作者. E-mail: fhym@ustc.edu.cn

c⃝ 2013 中中中国国国物物物理理理学学学会会会 Chinese Physical Society http://wulixb.iphy.ac.cn

240301-1



物理学报 Acta Phys. Sin. Vol. 62, No. 24 (2013) 240301

2 量子力学算符 Hermite 多项式方法
简介

所谓量子力学算符 Hermite多项式方法, 即是

把普通 Hermite 多项式 Hm (q) 的宗量 q 换成坐标

算符Q=
a+a†
√

2
, [Q,P ] = ih̄,

[
a,a†

]
= 1,把 Hn (q)

变为算符 Hermite多项式 Hn (Q),由于 Hm (Q)的正

规乘积排序形式在文献 [1—3]中给出:

Hn (Q) = : (2Q)n :, (6)

它是正规乘积内的幂级数形式,符号 : :代表正规乘

积, 而在正规乘积内部, 产生算符与湮灭算符是可

交换的,这就为有关的计算带来很多方便. (6)式的

逆关系是

Qn = (2i)−n : Hn (iQ) :, (7)

它们是算符 Hermite多项式方法的核心公式. 与相

应的经典关系做如下比较:

经典关系

qn =
[n/2]

∑
m=0

n!Hn−2m (q)
2nm!(n−2m)!

,

Hn (q) = 2n
[n/2]

∑
k=0

(−1)k n!
22kk!(n−2k)!

qn−2k,

算符关系正常编序

Qn = (2i)−n : Hn (iQ) :,

Hn (Q) = 2n : Qn :, (8)

可见量子算符关系比相应的经典关系简明. 尤其

是 (6)式,它把 Hermite多项式 Hn (Q)转换为正规

乘积内的幂级数, 就可极大地简化运算. 从 (6) 和

(7) 式出发, 若能得到同一编序规则下的新的算符

恒等式和新的母函数公式, 再过渡到经典情况就

能引出相应的函数公式, 此方法称为算符 Hermite

多项式方法, 它具有简捷的特点. 例如用 Baker-

Hausdorff 公式, 即当 [A, [A,B]] = [B, [A,B]] = 0 时,

有 eA+B = eA eB e−
1
2 [A,B], 和 Hm (q) 的母函数公式

(此式也可以作为 Hm (q)的定义式)

e2λq−λ 2
=

∞

∑
m=0

λ m

m!
Hm (q) , (9)

可得

eλ( fa+ga†) = : eλ( fa+ga†) : e
f gλ2

2

=
∞

∑
n=0

(
−i
√

f g
2 λ
)n

n!
: Hn

(
i

fa+ga†
√

2 f g

)
:

=
∞

∑
n=0

[
λ
(

fa+ga†
)]n

n!
. (10)

比较 λ n 的 “系数”得到正规乘积展开(
fa+ga†)n

=

(
−i

√
f g
2

)n

: Hn

(
i

fa+ga†
√

2 f g

)
: . (11)

2.1 涉及 Hermite多项式的二项式定理

为 了 求 出 (3) 式 的 结 果, 把 Hm−l (q) 以

Hm−l (Q)替代,即考虑 ∑m
l=0
(m

l

)
ylqm−lHm−l (Q) ,用

(6)式得到
m

∑
l=0

(
m
l

)
ylqm−lHm−l (Q)

=
m

∑
l=0

(
m
l

)
ylqm−l2m−l : Qm−l :

= : (2qQ+ y)m :, (12)

两边乘 ∑∞
m

λ m

m!
求和得

∞

∑
m=0

λ m

m!

∞

∑
l=0

(
m
l

)
ylqm−lHm−l (Q)

=
∞

∑
m=0

λ m

m!
: (2qQ+ y)m :

= : eλ (2qQ+y) : . (13)

再用 Baker-Hausdorff公式和 (9)式将 (13)式右
边化为

: eλ (2qQ+y) : = e
2λq

(
Q+

y
2q

)
−λ 2q2

=
∞

∑
m=0

(λq)m

m!
Hm

(
Q+

y
2q

)
. (14)

所以比较方程 (13) 式的左边和 (14) 式右边 λ m 的

系数得到一个新的算符恒等式
m

∑
l=0

(
m
l

)
ylqm−lHm−l (Q) = qmHm

(
Q+

y
2q

)
(15)

或
m

∑
l=0

(
m
l

)
ym−lqlHl (Q) = qmHm

(
Q+

y
2q

)
, (16)

再把算符Q→ x,得到经典函数的一个新求和公式
∞

∑
l=0

(
m
l

)
ym−lqlHl (x) = qmHm

(
x+

y
2q

)
, (17)
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这是一个涉及 Hl 的广义二项式定理,并可推广. 从

以上推导看出算符 Hermite多项式方法的简捷.

特别地,当 q = 1,
∞

∑
l=0

(
m
l

)
ym−lHl (x) = Hm

(
x+

y
2

)
(18)

作为此广义二项式定理应用,考虑量子光学中一个

平移压缩态 e fa†2+ga† |0⟩ 被湮灭 m 个光子以后的

变化情形,为此需将 am e fa†2+ga†
化为正规乘积,用

Baker-Hausdorff公式得

am e fa†2+ga†
= e fa†2+ga† [

a+2 fa† +g
]m

. (19)

再用 (11)和 (18)式可将其中的多项式化为正规乘

积 [
a+2 fa† +g

]m
=

m

∑
l=0

(
m
l

)
gm−l (a+2 fa†)l

=
m

∑
l=0

(
m
l

)
gm−l

(
−i
√

f
)l

: Hl

(
i
a+2 fa†

2
√

f

)
:

=
(
−i
√

f
)m

: Hm

(
i
a+2 fa† +g

2
√

f

)
:, (20)

于是就得

am e fa†2+ga† |0⟩

= e fa†2+ga†
(
−i
√

f
)m

: Hm

(
i
a+2 fa† +g

2
√

f

)
: |0⟩

=
(
−i
√

f
)m

e fa†2+ga†
Hm

(
i
2 fa† +g

2
√

f

)
|0⟩ . (21)

再用 (6)式证明另一个涉及 Hermite多项式的阶数

的广义二项式定理

n

∑
k=0

(
n
k

)
Hn−k (x)Hk (y) = Hn (x+ y) . (22)

取 x → Q1, y → Q2, Qi =
a†

i +ai√
2

(i = 1, 2),

[Q1,Q2] = 0,所以

n

∑
k=0

(
n
k

)
Hn−k (Q1)Hk (Q2)

= 2n
n

∑
k=0

:
(

n
k

)
Qn−k

1 Qk
2 :

= 2n : (Q1 +Q2)
n :

= Hn (Q1 +Q2) (23)

与 (22)式自洽.

2.2 关于 Hn+m(q)的两个母函数公式

关于 Hn+m(q)的母函数公式有两种. 一是考虑

求 ∑∞
n=0 ∑∞

m=0
Hn+m(q)

n!m!
tnvm 的母函数, 另一是考虑

求 ∑∞
n=0

Hn+m(q)
n!

tn. 用算符 Hermite 多项式方法把

其中的 q换成算符坐标算符Q,再用 (6)和 (9)式得
到

∞

∑
n=0

∞

∑
m=0

Hn+m(Q)

n!m!
tnvm

=
∞

∑
n=0

∞

∑
m=0

:
(2Q)n+m

n!m!
: tnvm

= : exp[2(t + v)Q] :

=exp[2(t + v)Q− (t + v)2]

=exp[2tQ− t2]exp[2v(Q− t)− v2]

=exp[2tQ− t2]
∞

∑
m=0

Hm(Q− t)
m!

vm, (24)

再把算符Q换成 q,可见新的母函数公式
∞

∑
n=0

∞

∑
m=0

Hn+m(q)
n!m!

tnvm

=exp[2tq− t2]
∞

∑
m=0

Hm(q− t)
m!

vm. (25)

如再比较两边
vm

m!
的系数,又得另一母函数公式

∞

∑
n=0

Hn+m(q)
n!

tn = exp[2tq− t2]Hm(q− t). (26)

(26)式还可以算符 Hermite多项式方法证明,以 Q

代 q,用 (6)式有

∑
k=0

tk

k!
Hn+k (Q)

=2n
∞

∑
k=0

(2t)k

k!
: Qn+k : = 2n : e2tQQn :

=2n e
√

2ta†
: Qn : e

√
2ta = e

√
2ta†

Hn (Q) e
√

2ta

=e
√

2ta†
e
√

2taHn

(
a+a†
√

2
− t
)

=e2tQ−t2
Hn (Q− t) (27)

与 (26)式是自洽的.

3 双变量 Hermite 多项式的一个重要
母函数公式

双变量 Hermite 多项式 Hm,n(x,y)[4] 是两个单
变量 Hermite多项式的纠缠形式,其物理应用是与
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量子纠缠态表象密切相关的, 见文献 [4—9]. 它的

定义式是

∞

∑
n,m=0

tmτn

m!n!
Hm,n (x,y) = exp(−tτ + tx+ τy) , (28)

右边是 Hm,n (x,y)的母函数,或

Hm,n(x,y)

=
∂ n+m

∂ tm∂τn exp(−tτ + tx+ τy) |t,τ=0. (29)

能体现算符 Hermite多项式方法在双变量情形下的

应用是
∞

∑
n,m=0

τntm

n!m!
a†nam

= eτa†
eta = e−tτ eta eτa†

=
... exp

(
−tτ + ta+ τa†) ...

=
∞

∑
n,m=0

τntm

n!m!
...Hm,n

(
a,a†) ..., (30)

这里记号
...

...代表反正规乘积,在
...

...内部的产生算

符与湮灭算符也是可交换的. 比较 (30)式的两边得

到 a†nam 的反正规乘积展开的简洁式 [10]

a†nam =
...Hm,n

(
a,a†) ... =

...Hn,m
(
a†,a

) .... (31)

另一方面,考虑
∞

∑
n,m=0

τntm

n!m!
ana†m

= eτa eta†
= : exp

(
τa+ ta† + τt

)
:

= : exp
[
−(−it)(−iτ)+(−it)

(
ia†)+(−iτ)(ia)

]
:

=
∞

∑
n,m=0

(−it)m (−iτ)n

m!n!
: Hm,n

(
ia†, ia

)
: (32)

则得到 ana†m 的正规乘积展开的简洁式 [10]

ana†m = (−i)m+n : Hm,n
(
ia†, ia

)
: , (33)

(31)和 (33)式是算符 Hermite多项式方法在双模情

形下能发挥使用的基本公式.

现在考察如何用算符 Hermite多项式方法求和

∑
l=0

λ l

l!
Hl+m,l+n (x,y) , (34)

用算符 Hermite 多项式方法和 (33) 式我们转而考

虑算符关系式

∑
l=0

λ l

l!
(−i)m+n+2l : Hl+m,l+n

(
ia†, ia

)
:

=∑
l=0

λ l

l!
al+na†l+m

=an... eλaa† ...a†m, (35)

然后用相干态 |z⟩= exp
[
−|z|2

2
+ za†

]
|0⟩的完备性

∫ d2z
π

|z⟩⟨z|

=
∫ d2z
π

: exp[−|z|2 + za† + z∗a−a†a] :

= 1 (36)

和有序算符内的积分技术 [10−14]

... eλaa† ... =
∫ d2z
π

|z⟩⟨z| eλ |z|2

=
∫ d2z
π

: exp[−|z|2 (1−λ )

+ za† + z∗a−a†a] :

=
1

1−λ
: ea

†a( 1
1−λ −1) :

=
1

1−λ
ea

†a ln 1
1−λ , (37)

得到

an... eλaa† ...a†m

=
∫ d2z
π

zn eλ |z|2z∗m |z⟩⟨z|

=
∫ d2z
π

znz∗m : e−(1−λ )|z|2+za†+z∗a−a†a :

= (−i)m+n (1−λ )−(n+m)/2−1 : eλa†a/(1−λ )

×Hm,n

(
ia†

√
1−λ

,
ia√
1−λ

)
: . (38)

特别地,当 m = n,

an... eλaa† ...a†n

= (−1)n (1−λ )−n−1 : eλa†a/(1−λ )

×Hn,n

(
ia†

√
1−λ

,
ia√
1−λ

)
:, (39)

比较 (35)和 (38)式,我们看到算符恒等式

∑
l=0

λ l

l!
(−1)l : Hl+m,l+n

(
ia†, ia

)
:

= (1−λ )−(n+m)/2−1 : eλa†a/(1−λ )

×Hm,n

(
ia†

√
1−λ

,
ia√
1−λ

)
: (40)
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过渡到经典情况,也就是说把 ia† → x, ia→ y就得
到

∑
l=0

λ l

l!
Hl+m,l+n (x,y)

= (1+λ )−(n+m)/2−1 eλxy/(1+λ )

×Hm,n

(
x√

1+λ
,

y√
1+λ

)
, (41)

这是有关 Hl+m,l+n (x,y) 的新的母函数公式. 特别
地,当 m = n,

∑
l=0

λ l

l!
Hl+n,l+n (x,y)

= (1+λ )−n−1 eλxy/(1+λ )

×Hn,n

(
x√

1+λ
,

y√
1+λ

)
. (42)

4 涉及 Laguerre 多项式的负二项式
定理

注意到 Laguerre多项式 Ln (x)的定义是

Ln (x) = ∑
l=0

(
n
l

)
(−1)l

l!
xl , (43)

与双变量 Hermite 多项式的级数展开式 (29) 式比
较可见

Ln (xy) =
(−1)n

n!
Hn,n (x,y) , (44)

把 (42)式中的Hl+n,l+n (x,y)以 (n+ l)!(−1)n+l Ll+n (z),
(z = xy)代替,可得

∑
l=0

(n+ l)!(−λ )l

l!n!
Ln+l (z)

= (1+λ )−n−1 eλ z/(1+λ )Ln

(
z

1+λ

)
, (45)

当 n = 0,它约化为 (5)式,如所期待.当 z = 0,它约

化为负二项式定律

∑
l=0

(n+ l)!(−λ )l

l!n!
= (1+λ )−n−1 , (46)

这也是如所期待的. (45)式就是我们新得到的涉及

Laguerre多项式的负二项式定理.

总之,用量子力学算符 Hermite多项式方法,我

们导出了涉及 Hermite多项式的二项式定理和 La-

guerre多项式的负二项式定理,该方法具有简捷的

优点, 可以系统地发展数学物理理论, 能导出很多

新的算符恒等式. 例如用 (31)和 (42)式又可以导出

a†n : eλa†a : am

= : a†n eλa†aam :

=∑
l=0

λ l

l!
a†n+lam+l

= ∑
l=0

λ l

l!
...Hl+m,l+n

(
a,a†) ...

= (1+λ )−(n+m)/2−1 eλxy/(1+λ )

×
...Hm,n

(
a√

1+λ
,

a†
√

1+λ

)
..., (47)

这是把正规乘积排列的算符化为其发展正规乘积

排列的算符的恒等式. 我们相信以算符为特殊函数

宗量的理论将在发展数学物理方程方面起到重要

的作用.
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Abstract
We propose an operator Hermite polynomial method, namely, we replace the arguments of the special function by quantum

mechanical operators, and in this way we derive a binomial theorem involving Hermite polynomials and a negative-binomial theorem
involving Laguerre polynomials. These two theorems will have essential applications in quantum optics calculations. This method is
concise and helpful in deducing many operator identities, which may become a new branch in mathematical physics theory.
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