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二维正弦离散映射的分岔和吸引子*
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由一个正弦映射和一个三次方映射通过非线性耦合,构成一个新的二维正弦离散映射. 基于此二维正弦离散映

射得到系统的不动点以及相应的特征值,分析了系统的稳定性,研究了系统的复杂非线性动力学行为及其吸引子的

演变过程. 研究结果表明: 此二维正弦离散映射中存在复杂的对称性破缺分岔、Hopf分岔、倍周期分岔和周期振荡

快慢效应等非线性物理现象.进一步根据控制变量变化时系统的分岔图、Lyapunov指数图和相轨迹图分析了系统

的分岔模式共存、快慢周期振荡及其吸引子的演变过程,通过数值仿真验证了理论分析的正确性.
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1 引 言

近年来, 非线性科学已经发展成为一门跨学
科的边缘学科, 涉及了自然科学中的数、理、化、
天、地、生等. 其中分岔和混沌等非线性现象得
到了国内外学者的重视和发展,深入研究了多种通
向混沌的分岔道路,例如倍周期分岔、Hopf分岔、
Flip分岔、边界碰撞分岔,对称性破缺分岔等 [1−8].
随后, 非线性理论应用于工程科学中, 提供了全新
的手段和方法,取得了丰硕的成果 [9−12].

在一个受周期驱动的振子系统中,人们发现了
圆周映射 [13],其本质就是一维的正弦映射系统,随
后一维正弦映射得到了广泛深入的研究.文献 [14]
分析了一维正弦映射的分岔模式及其非线性现象.
文献 [15]从系统的分岔图、Lyapunov指数和实验
等方面分析了一维时标正弦映射的分岔现象.一般
的一维三次方映射系统中存在复杂的对称性破缺

分岔、倍周期分岔等非线性现象.文献 [16]从系统
的吸引域、分岔图、不动点等角度,解释了一维三
次方映射系统及其混沌控制后的复杂对称性破缺

分岔等非线性物理现象.目前已有的研究成果主要

研究分析了一维正弦类系统和一维三次方系统的

非线性动力学特性. 然而, 在实际的工程应用中许

多物理系统是由两个变量或者多个变量描述,使得

二维离散映射比一维离散映射具有更加复杂的非

线性现象.通过已有的一维映射和方程构造出新的

二维混沌系统, 建立相应的理论体系, 有助于揭示

新的非线性物理现象,为理论研究和应用实践提供

范例 [17,18].

本文研究了由一个一维正弦系统和一个一维

三次方系统通过非线性耦合构成新的二维正弦离

散映射系统, 通过分析系统不动点的稳定性和吸

引子的演变过程, 发现系统具有对称性破缺分岔、

Hopf分岔、倍周期分岔和周期振荡快慢效应等复

杂的非线性物理现象.本文利用数值仿真得到系统

的分岔图、Lyapunov指数图和相轨迹图,全面深入

地研究了新系统的非线性动力学.

2 二维正弦离散映射的动力学分析

2.1 二维正弦离散映射数学模型

将一个一维的正弦映射和一个一维的三次方
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映射通过非线性耦合,构成一个新的二维正弦离散
映射系统,其数学方程表达式如下:xk+1 = sin(πyk),

yk+1 = a(1− x2
k)yk,

(1)

其中 a为控制参数.
考虑系统 (1)为一个依赖于控制参数 a的离散

动力学系统:

f ((x,y),a) : (x,y)→ f ((x,y),a)

(x ∈ R,y ∈ R, a ∈ R), (2)

系 统 (2) 具 有 对 称 性, 即 f ((x,y),a) =

f ((−x,−y),a). 如果系统 (2) 在其不动点的特征
值等于 −1, 则系统发生倍周期分岔; 如果系统 (2)
在其不动点的特征值等于 1, 则系统可能发生对
称性破缺分岔. 根据系统发生对称性破缺分岔的
条件 [16] 进一步判断系统是否发生对称性破缺分

岔: 1)系统具有对称性; 2)分析系统在分岔点前后
的稳定解的性质; 3)分析系统吸引域的对称性.

2.2 二维正弦离散映射的不动点及其
稳定性

假设 u = (x∗,y∗)是二维正弦离散映射 (1)的不
动点,则不动点应该满足x∗ = sin(πy∗),

y∗ = a(1− x∗
2
)y∗.

(3)

由方程 (3)可知,当 a < 1时, (3)式只有零解,即系
统 (1)只有一个原点不动点 u(0,0);当 a > 1时, (3)
式除了有一个零解,还有两个非零的实数解,即

u2,3 =

(
±
√

1− 1
a
,

1
π

arcsin

(
±
√

1− 1
a

))
. (4)

在不动点 u处,系统 (1)的 Jacobi矩阵为

Ju =

 0 πcos(πy∗)

−2ay∗x∗ a(1− x∗
2)

 , (5)

其特征方程为

λ 2 −a(1− x∗
2
)λ +2aπy∗x∗ cos(πy∗) = 0, (6)

特征方程 (6)的根的判定式为

∆ = a2(1− x∗2)2 −8aπy∗x∗ cos(πy∗). (7)

基于二维正弦离散映射的数学模型及其 Jacobi
矩阵,通过分析系统的控制参数 a变化时特征值的

运动轨迹,可以获得二维正弦离散映射的分岔模式

和系统的稳定特性. 根据 (4) 和 (5) 式可以得到二

维正弦离散映射在参数 a ∈ [−1,0]∪ [0,1]∪ [1,1.58]

范围内特征值的运动轨迹,如图 1所示. 图 1中 “+”

所示为特征值 λ1的运动轨迹,图 1中 “*”所示为特

征值 λ2 的运动轨迹. 若 Jacobi矩阵所有特征值都

在单位圆内部,那么二维正弦离散映射系统是稳定

的;若任何特征值的运动轨迹由单位圆内部穿越到

外部, 那么系统就会失去稳定性, 且在该交叉点上

发生分岔行为 [19].
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图 1 二维正弦离散映射随参数 a变化时系统特征值的运动轨
迹 (a)参数 a在 [−1,0]变化; (b)参数 a在 [0, 1]变化; (c)参
数 a在 [1,1.58]变化

当系统 (1)稳定于不动点 u1时,将不动点 u1代

入 (6)和 (7)式,可得此时的特征根为
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∆ = a2 > 0,
(8)

由 (8) 式可知, 当 −1 < a < 1 时, (8) 式中 ∆ > 0,
系统有两个不同的实数特征值, 且 |λ1,2| < 1. 若
−1 < a < 0时, 一个特征值 λ1 等于 0, 另一个特征
值 λ2 由 0 逐渐减小向单位圆的边缘 −1 靠拢, 如
图 1(a) 所示; 在 a = −1 处, 特征值 λ1 = 0, 特征值
λ2 = −1刚好落在单位圆上,系统在此处发生倍周
期分岔. 若 0 < a < 1时,一个特征值 λ1 等于 0,另
一个特征值 λ2 由 0逐渐增加向单位圆的边缘靠拢,
如图 1(b)所示;在 a = 1处,特征值 λ1 = 0,特征值
λ2 = 1刚好落在单位圆上,根据分岔定理 [19],系统
在此处发生局部分岔.
当系统 (1)稳定于不动点 u2和 u3时,其特征方

程具有相同的形式, 将不动点 u2 和 u3 代入 (6) 和
(7)式可得

λ 2 −λ +2a
(
±
√

1−1/a
)

arcsin(±
√

1−1/a)

×cos
(

arcsin(±
√

1−1/a)
)
= 0,

∆ = 1−8a
(
±
√

1−1/a
)

arcsin(±
√

1−1/a)

×cos
(

arcsin(±
√

1−1/a)
)
,

(9)

由 (9)式可知,若 1 < a 6 1.13, (9)式中 ∆ > 0,则特

征方程有两个不同的实数特征值,且满足 |λ1,2|< 1,

此时这两个非零不动点是两个相互吸引的稳定的

鞍点. 若 1.13 < a < 1.58, (9)式中 ∆ < 0,则特征方

程有一对共轭复数的特征值,共轭复特征值分别向

上和向下往单位圆的边缘靠拢,此时这两个非零的

不动点是两个相互吸引的稳定的焦点,如图 1(c)所

示; 当 a = 1.58 时, 两个共轭复特征值刚好到达单

位圆并将穿过单位圆,这时二维正弦离散映射产生

Hopf分岔 [17],最终演变成极限环.

3 分岔分析

3.1 二维正弦离散映射共存的分岔模式

根据 (1)和 (5)式可以得到二维正弦离散映射

随参数 a变化时的分岔图及其相应的 Lyapunov指

数图,如图 2所示. 当初始条件为 (0.2, 0.2)时,二维

正弦离散映射的分岔图如图 2(a)所示;当初始条件

为 (−0.2,−0.2) 时, 二维正弦离散映射的分岔图如

图 2(b)所示;图 2(a)中离散映射的分岔图的局部放

大图如图 2(c)所示;二维正弦离散映射的分岔图相

对应的 Lyapunov指数图如图 2(d)所示.
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图 2 随参数 a变化时的分岔图和 Lyapunov指数图 (a)初始条件为 (0.2, 0.2)的分岔图; (b)初始条件为 (−0.2,−0.2)的分岔
图; (c)局部分岔图; (d) Lyapunov指数图
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由二维正弦离散映射的分岔图可知,当参数 a

在区间 [−1, 0] 内变化时, 系统稳定于解枝 u1, 图
2(d)中在此区间内系统的 Lyapunov指数为负值,表
明二维正弦离散映射处于稳定状态; 在 a = −1处,
系统发生倍周期分岔, 由周期一态进入周期二态.
当参数 a在区间 [−1,−1.58]变化时,系统处于周期
二状态, 图 2(d) 中在此区间内系统的 Lyapunov 指
数为负值, 表明二维正弦离散映射处于稳定状态;
在 a = −1.58处, 系统发生 Hopf分岔. 随着参数 a

的减小, 当参数 a 在区间 [−2.0,−1.58] 变化时, 图
2(d)中在此区间内系统的 Lyapunov指数等于 0,系
统中存在极限环,此时系统处于临界稳定状态. 随
着参数 a 继续减小, 当参数 a 在区间 [−2.5,−2.0]
时,系统进入混沌态. 当参数 a在区间 [0, 1]内变化
时,系统稳定于解枝 u1;在参数 a = 1处,系统的一
个特征值为 1,且系统的稳定解枝与初始值有关,对
比图 2(a)和 (b)可知,当初始值为正值时,分岔图中
出现正半解枝; 而初始值为负值时, 分岔图中出现
负半解枝,根据对称性破缺分岔条件 [16] 可知,系统
在此处发生了对称性破缺分岔. 随着参数 a的继续

增大,当参数 a在区间 [1.58, 2.0]变化时,图 2(d)中
在此区间内系统的 Lyapunov指数等于 0,系统发生
Hopf分岔,此时系统处于临界稳定状态. 随着参数

a继续增大,当参数 a在区间 [2.0, 2.5]变化时,系统
进入混沌态,图 2(d)中在此区间内系统的 Lyapunov
指数为正值.
图 2(c)给出了二维正弦离散映射的参数 a 在

区间 [1.78, 2.06] 内的局部分岔图. 由局部分岔图
可知,在此区间内分别出现了 7, 8, 9, 10和 17周期
窗,内部混沌危机等非线性现象.图 3(a)显示了参
数 a为 1.6时二维正弦离散映射的迭代波形图,当
初始值为 (0.2, 0.2)时,系统 (1)的轨迹经过迭代后
趋向于状态变量 x的正值区间 (图中正值区间的曲
线①);当初始值为 (−0.2,−0.2)时,系统 (1)的轨迹
经过迭代后趋向于状态变量 x的负值区间 (图中正
值区间的曲线②). 图 3(b)显示了参数 a为 2.21时
二维正弦离散映射的迭代波形图,图中正值区间的
曲线①表明当初始值为 (0.2, 0.2)时系统 (1)经过迭
代后运行的轨迹;图中负值区间的曲线②表明当初
始值为 (−0.2,−0.2) 时系统 (1) 经过迭代后运行的
轨迹. 从图 3(b)中可以看出,从两个镜像的初始值
出发系统的运行轨迹具有镜像现象发生,虽然系统
(1) 的运行轨迹相互连接在一起, 但是从不同的初
始条件出发的运行轨迹不能自由地在正负值区间

相互穿越,这一点也可以从二维正弦离散映射的分
岔图得到验证.
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图 3 二维正弦离散映射的迭代波形图 (a) a = 1.6; (b) a = 2.21

3.2 快慢周期振荡效应

Hopf 分岔中存在着复杂的快慢周期振荡效

应 [20]. 由图 1中二维正弦离散映射的分岔图可知,

参数 a在区间 [1.58, 2]变化时,二维正弦离散映射

存在明显的快慢周期振荡现象.随着参数 a的增大,

其迭代序列中的低次谐波振荡频率在迅速增大,如

图 4所示.

图 4(a)和 (b)分别为参数 a等于 1.6和 1.64时
二维正弦离散映射的迭代波形图. 从图中可以看出,
当参数 a等于 1.6时,映射的慢周期振荡频率与快
周期振荡频率的比值为 1/142, 当参数 a 等于 1.64
时,映射的慢周期振荡频率与快周期振荡频率的比
值为 1/36. 图 4(c)和 (d)分别为参数 a等于 −1.6和
−1.64时二维正弦离散映射的迭代波形图. 从图中
可以看出,参数 a = ±1.64时系统的慢周期振荡频
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率明显大于参数 a = ±1.6时系统的慢周期振荡频
率. 快慢周期振荡效应的出现, 是由于在此参数区
间内, 二维正弦离散映射的最大 Lyapunov 指数为

零而导致的,此时系统所形成的极限环处于临界稳
定状态, 随着参数 a 的继续增大, 极限环失稳并不
断地扭扩,最终形成混沌吸引子.
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图 4 在初始条件为 (0.2, 0.2)时快慢周期振荡效应的迭代波形图 (a) a = 1.6; (b) a = 1.64; (c) a =−1.6; (d) a =−1.64

4 吸引子的演变

为了进一步分析二维正弦离散映射的非线性

动力学,验证二维正弦离散映射在参数 a变化时发
生的复杂的分岔现象,根据系统 (1)的离散映射数
学模型, 我们可以得到系统吸引子的演化过程, 如
图 5 和图 6 所示. 图 5 给出了二维正弦离散映射
的参数 a在区间 [0, 2.5]变化时吸引子的演变过程.
在图 5中①表示初始条件为 (0.2, 0.2)时形成的吸
引子; ②表示初始条件为 (−0.2, −0.2)时形成的吸
引子. 在参数 a = 1.5 时, 由两个对称的初始条件
(0.2, 0.2) 和 (−0.2,−0.2) 在 x-y 平面的 1, 3 象限产
生的吸引子为两个对称的孤立点;随着参数 a的增
大,由于二维正弦离散映射发生 Hopf分岔,系统的
吸引子演变为两个对称的极限环;随着参数 a的继
续增大, 由 Hopf 分岔形成的两个极限环逐渐增大
变形并向原点和 y轴靠拢. 随着参数 a的进一步增

大,系统产生的这两个极限环在原点相互接触后逐
渐演变为四个和多个极限环,最后在 x-y平面的 1,

3象限关于原点对称的两个有限区间内无限交叠下
去. 在参数 a = 1.803时,图 5(d)中系统的吸引子为
有限的 7个点, 表明系统处于周期七状态, 这一点
和图 2(c)离散映射的局部分岔图所反映的情况完
全符合.
图 6 给出了二维正弦离散映射的参数 a 在区

间 [−2.5, 0]变化时吸引子的演变过程,在这种情况
下与系统的初始状态无关.在参数 a = −1.5时,系
统在 x-y 平面的 2, 4 象限产生两个对称的孤立点.
随着参数 a的减小,吸引子的演化过程与图 5中二
维正弦离散映射的参数 a在区间 [0, 2.5]变化时吸
引子的演变过程一样. 当参数 a在区间 [−2,−1.58]
变化时,二维正弦离散映射发生 Hopf分岔,系统的
吸引子演变为两个对称的极限环.当参数 a在区间
[−2.5,−2] 变化时, 二维正弦离散映射的吸引子最
终演变形成混沌吸引子. 在参数 a = −1.803时,图
6(d)中系统的吸引子为有限的 7个点,表明系统处
于周期七状态,这一点和系统的分岔图所反映的情
况完全符合.
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图 5 参数 a在区间 [0, 2.5]变化时二维正弦离散映射的吸引子演化图 (a) a = 1.5; (b) a = 1.6; (c) a = 1.7; (d) a = 1.803;
(e) a = 2.21; (f) a = 2.3; (g) a = 2.4; (h) a = 2.48; (i) a = 2.5

5 结 论

由一个正弦映射和一个三次方映射通过非线

性耦合组成的一个二维的正弦离散映射具有复杂

的非线性动力学现象, 除了正弦映射固有的对称
性破缺分岔外, 还具有 Hopf 分岔、快慢周期振荡
等独特的非线性物理现象.通过系统的离散迭代数
学模型得到了系统的不动点及其相应的特征值,并

进行了稳定性分析.基于二维正弦离散映射的分岔

图、Lyapunov指数图、迭代序列波形图和相轨迹,

研究了此类二维正弦离散映射中非线性现象的产

生机理及其吸引子的演变过程. 最后, 通过数值仿

真验证了理论分析的正确性. 因此, 本文所研究的

内容具有重要的物理意义,对于工程应用具有重要

的价值.
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Bifurcation and attractor of two-dimensional
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Abstract
A new two-dimensional sinusoidal discrete map is achieved by nonlinearly coupling a sinusoidal map and with a cubic map. The

fixed points and the corresponding eigenvalues are obtained based on this two-dimensional sinusoidal discrete map, and the stability
of the system is analyzed to study the complex nonlinear dynamic behavior of the system and the evolutions of their attractors. The
research results indicate that there are complex nonlinear physical phenomena in this two-dimensional sinusoidal discrete map, such as
symmetry breaking bifurcation, Hopf bifurcation, period doubling bifurcation, periodic oscillation fast-slow effect, etc. Furthermore,
bifurcation mode coexisting, fast-slow periodic oscillations and the evolutions of the attractors of the system are analyzed by using the
bifurcation diagram, the Lyapunov exponent diagram and the phase portraits when the control parameters of the system are varied, and
the correctness of the theoretical analysis is verified based on numerical simulations.
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