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最优的 Newman-Watts网络与遍历网络的同步*
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(广西师范大学物理科学与技术学院,桂林 541004 )

( 2013年 6月 6日收到; 2013年 9月 27日收到修改稿 )

在 Hindmarsh-Rose神经元动力系统中研究了 Newman-Watts (NW)网络的同步,给出了一些最优同步网络的拓

扑结构. 数值结果表明: NW网络的同步能力主要由耦合点在耦合空间的分布决定,耦合点分布均匀的 NW网络一

般具有较强的同步能力;在给定连边数的情况下,可能存在多个结构不同的最优同步网络,最优同步网络具有最强

的同步能力、均匀的度分布和较好的对称性,但是其对称性不一定是最好的. 最优同步网络一般是非规则网络,但

在少数情况下,规则网络也有可能是最优同步网络. 提出了一种新的网络——遍历网络,该网络具有最优同步网络

的特点和很强的同步能力.
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1 引 言

同步是自然界中广泛存在的一类重要现象,

从物理系统 [1,2] 到化学系统 [3,4]、生物系统 [5−8]

等都可以观察到同步现象. 自从 1998 年 Watts 和

Strogatz[9] 提出 WS 小世界网络模型和 1999 年

Barabási 和 Albert[10] 提出无标度网络模型后, 人

们对这两种网络的同步问题进行了大量研究. 结

果表明, 小世界网和无标度网比规则网更容易同

步 [11−13],因为网络中 “捷径”的存在会提高网络的

同步能力 [14]. 通过研究网络的各种拓扑成分对网

络同步能力的影响,人们发现: 小世界网和一些无

标度网络的不均匀性会抑制网络的同步 [14−18],可

用最大介数描述网络的同步能力 [15]. 赵明等 [19] 认

为,只有用网络的平均距离和度分布的标准方差才

能保证较好地描述网络的同步能力,且二者均较小

的网络同步能力更强. McGraw和 Menzinger[20] 则

认为簇系数是影响网络同步能力的关键因素,增加

簇系数可抑制网络的全局同步等. 上述提到的网络

拓扑结构的特征量在一定程度上反映了网络的同

步能力, 具体是哪种成分起关键作用, 目前仍需详

细研究.

为了定量衡量网络的同步能力,人们相继提出

很多判据. 最初由 Pecora和 Carroll[21] 给出了主稳

定函数 (master stability function)判据,当最大李雅

普诺夫指数 λmax < 0时,网络可实现同步. Barahona

和 Pecora[13] 提出通过计算耦合矩阵特征值比 Q

(Q = λN/λ2)来确定网络的同步能力, Q值越小,网

络的同步能力就越强. 汪小帆和陈关荣 [12] 则认为

网络的同步能力与耦合矩阵的非零最大特征值有

关. 显然, 这些判据不仅存在计算复杂和难求解等

缺点,更重要的是不能直观反映网络拓扑结构的特

点, 以方便给出同步能力最强的网络 (最优同步网

络).

掌握最优同步网络的结构, 不仅可以清楚地

知道网络的同步能力与什么因素有关, 还可以提

出构造最优同步网络的方法, 这些结果在计算机

和神经科学领域可能存在潜在的应用 [22], 因此

人们一直在关注最优同步网络问题 [23−25]. 最近,

Donetti 等 [22] 还提出了一种纠缠网 (entangled net-

works),该网络具有较好的同步能力,但是该网络要

求每次必须增加 4条边, 形成的是规则网络, 因此

该网络不一定是最优同步网络.
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1999年, Newman和 Watts对 WS小世界网络

模型做了少许改动, 提出了另一个相近但较好的

NW小世界网络模型 [26],其做法是不断开原来环形

初始网络的任何一条边,而只是在随机选取的节点

对之间增加一条边. 这样在网络的形成过程中避免

出现孤立的节点簇,因此在复杂网络的研究中被广

泛使用. 本文采用 Hindmarsh-Rose (HR) 神经元模

型 [27] 研究了 NW网络的同步能力,引入耦合空间

和网络的对称度,给出了最优同步网络的结构. 数

值研究结果显示,网络的同步能力与耦合点在耦合

空间中的均匀分布有密切关系.最优同步网络具有

均匀的耦合点分布和度分布,但是对称度不一定是

最高的;改变网络的尺寸 (神经元的个数)和新增连

边 (除最近邻连边之外的其他连边)数,最优同步网

络的结构将发生改变,以保证耦合点分布的均匀性.

根据最优同步网络的特点,我们提出了一种新的网

络模型——遍历网络. 经研究发现,遍历网络具有

最优同步网络的特点,其同步能力远强于随机加边

产生的 NW网络. 先介绍本文提出的网络模型和耦

合空间; 然后研究该网络的同步能力, 给出最优同

步网络; 接着提出遍历网络模型, 给出遍历网络模

型同步能力的数值模拟结果;最后是结论.

2 模型与耦合空间

我们考虑由 N 个等价的 HR神经元耦合形成

的网络, 神经元被安置在一个闭合的环上, 神经元

之间除存在最近邻耦合外, 还存在非近邻耦合, 对

应的连边记为新增连边,并用 NL 表示新增连边数,

这种网络称为 NW网络 [26]. 神经元的位置用网络

节点坐标 i标记,网络的动力学方程如下 [27]:

ẋi = yi −ax3
i +bx2

i − zi + Iext + c
N

∑
j=1

li jx j, (1a)

ẏi = e−dx2
i − yi, (1b)

żi = r[s(xi − x0)− zi], (1c)

i = 1,2, · · · ,N,

其中 x代表神经细胞的膜电位, y和 z分别代表快、

慢离子电流, Iext为外界激励电流. 系统参数分别取:

a = 1.0, b = 3.0, e = 1.0, d = 5.0, r = 0.006, s = 4.0,

x0 =−1.6,这样单个神经元处于时空混沌态. c为耦

合强度, L= (li, j)N×N 为耦合矩阵. 对于耦合矩阵的

非对角元素, li, j = 1表示神经元 i和神经元 j 之间

存在耦合, li, j = 0则代表这两个神经元之间不存在

耦合.对角元素满足

li,i =−
N

∑
j=1
i̸= j

li, j. (2)

采用四阶龙格库塔法解方程组 (1), 时间步长

取 ∆t = 0.001. 为了研究网络的同步,定义同步差 σ
为

σ =
1

N −1

N

∑
i=2

|xi − x1|, (3)

当 σ = 0时,网络达到全局同步.在本文中,如果在

t = 20000时刻 σ < 10−11,就认为网络达到全局同

步. 网络实现全局同步需要的耦合强度越小, 网络

的同步能力越强. 反之,网络的同步能力就弱.

考虑到网络的同步能力与网络的对称性和度

分布等很多因素有关,为了便于描述网络的对称性

和均匀性, 我们引入耦合空间, 它就是全局耦合下

非对角矩阵元支撑的空间. li, j = 1与该空间一个点

(i, j)对应,这样的点称为耦合点, 规定耦合空间只

取左斜上半空间 (即在 i > j 的情况下与耦合矩阵

元 li, j 对应的空间). 利用物体质心概念定义网络的

耦合距离 δ 如下:

δ =
√
(X −Xc)2 +(Y −Yc)2, (4)

其中 (X ,Y )为一般网络的耦合点中心:

X =

N−1
∑

i=1

N
∑

j=i+1
ili, j

N−1
∑

i=1

N
∑

j=i+1
li, j

, Y =

N−1
∑

i=1

N
∑

j=i+1
jli, j

N−1
∑

i=1

N
∑

j=i+1
li, j

, (5)

(Xc,Yc)为全局耦合网的耦合点中心. δ 的大小与网
络的度分布、新增连边数和网络的结构有关,在一

定程度上反映了耦合点在耦合空间的均匀性. 由于

具有相同 δ 值的不同网络,耦合点在耦合空间的分

布情况存在较大差异,导致网络的同步能力不相同,

所以 δ 还不能精确描述网络的同步能力.

网络中所有新增连边均同时沿闭合环顺时针

转动, 每转一个节点, 相当于各神经元的坐标值都

增加 1,得到一种网络,直到所有新增连边均旋转一

周,得到 N 种网络,它们虽然有相同的拓扑结构,但

是这 N 种网络对应耦合点在耦合空间的分布是不

同的,即存在有 N 个可能的 δ 值.假设这 N 个 δ 值
只有 ξ 个 δ 值是不同的, ξ 越小, 网络的对称性越

高, 我们定义 ξ 为网络的对称度.考虑到一种网络
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拓扑结构对应有 ξ 个不同的 δ 值,下面规定一种网

络拓扑结构的 δ 应该取各种可能值的最小值.

3 NW 网络的同步能力与最优同步

网络

网 络 的 同 步 能 力 与 网 络 的 度 分 布 有

关, 网 络 的 度 分 布 可 以 用 一 个 矢 量 ψ =

(q1,q2, · · · ,qm, · · · ,qN−1)来描述,其中 qm 表示度为

m的节点个数. 网络的同步能力可用临界耦合强度

表示,在给定网络拓扑结构下,由方程 (1)描述的神

经网络存在一个临界耦合强度 cth, 当 c > cth 网络

都可以实现全局同步. 例如具有 10 个神经元的最

近邻耦合网络,其临界耦合强度 cth = 2.32. 具有不

同拓扑结构的网络,可能具有相同的 cth,我们就说

这些网络具有相同的同步能力. 在给定连边数下,

具有最小 cth 的网络称为最优同步网络.

为进一步了解网络同步能力与什么因素有

关, 图 1 给出了只有 10 个神经元和 NL = 2 的一

些 NW 网络, 这些网络对应耦合空间中耦合点的

分布情况如图 2 所示, 对应的临界耦合强度、耦

合距离和网络的对称度已经标注在图 2 相应的图

中. 从图 1 可以看出: 图 1(c) 与 (d) 有相同的度分

布 ψ = (0,7,2,1,0,0,0),其他图具有相同的度分布

ψ = (0,6,4,0,0,0,0),后者的度分布更均匀,因为网

络只存在度为 2和 3的节点;有三种形式的网络拓

扑结构, 即长程连边呈人字形连接, 长程连边交叉

和不相交;各网络具有不同的对称性,图 1(a), 1(b),

1(c), 1(f) 和 1(h) 的网络均以环的直径 (长程连边)

为对称轴.

从图 2可以直观地看出: 1)图 2(a)中网络的度

分布和耦合点分布都是均匀的,对应 cth 最小,网络

的同步能力最强, 是 NL = 2 情况下的最优同步网

络,但该网路不具有最小的耦合距离和最小的对称

度,其耦合距离接近图 1中 8个网络耦合距离的平

均值; 图 2(c), 2(d), 2(f) 至 2(h) 的耦合点分布不如

图 2(a)的耦合点分布均匀,所以同步能力相对比较

弱,这表明耦合点分布均匀的网络具有较强的同步

能力; 2) 图 1(b) 和 1(e) 是由图 1(a) 中两条新增连

边 l1,7 和 l4,9 的末端各移动一个节点得到的, 而且

图 2(a), 2(b), 2(e)三者在耦合空间中对应耦合点的

分布都很均匀,所以图 1(b), 1(e)所示的网络同步能

力接近图 1(a)所示的最优同步网络; 显然, 三者耦

合点分布的均匀程度存在一定差别,但目前还无法

用 δ 精确描述这种差别; 3)对称度和耦合距离都较

大的网络同步能力不强 (这里没有给出对称度为 10

和耦合距离较大的网络结构), 是因为耦合点分布

不均匀; 4)通常认为增加连边可以促进同步,然而

图 2(g)和 (h)的结果表明,这两种网络的同步能力

与最近邻耦合网络的同步能力差不多, 可见, 不适

当的连边不能有效地提高网络的同步能力; 5)十字

形连边网络的同步能力比人字形连边网络强,平行

连边的网络同步能力最差,原因是耦合点分布相对

不均匀.
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图 4 对应图 3中各最优同步网络的耦合点在耦合空间中的分布,在图中标出了网络的对称度 ξ 和在 NL 相同的情况下最优同步网络的个数 ρ
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为了解具有 10个神经元的最优同步网络的拓

扑结构特点,首先我们通过计算机找出所有不同拓

扑结构的网络 (由于 NL > 9时不同拓扑结构的网络

数量巨大,因此这里只研究了 NL 从 1增至 15的情

况),然后逐个求这些网络的临界耦合强度 cth. 在求

网络的临界耦合强度时,我们对 NL > 9的网络做如

下处理: 先按度分布由均匀到不均匀和对称度由小

到大选择网络来求其临界耦合强度.通过计算发现:

度不均匀和对称度大于 6的网络不是最优网络,因

此对这部分网络的耦合强度无须计算.我们总共计

算了 223830个不同拓扑结构网络的临界耦合强度,

考虑到耦合强度与网络的初态有关,最后选择临界

耦合强度小的网络,用 6个不同的初值确认网络的

同步能力,最终得到了不同 NL 值的最优同步网络.
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图 5 对应图 3中最优同步网络的临界耦合强度 cth 和耦合距

离 δ 随 NL 的变化

图 3给出了具有 10个神经元和不同 NL 值的

最优同步 NW 网络, 相应的耦合点分布如图 4 所

示. 从图 3和图 4可以看出: 1)最优同步网络基本

都包含长程连边,因此长程连边有利于网络的同步;

2) NL 值不同, 最优同步网络的拓扑结构及耦合点

分布是不同的; 3)当网络各节点的度相同时 (参见

图 3(j)和 (o)),网络具有最高的对称性,其对称度为

1, 而一般最优网络的对称度在 1—6之间; 4)最优

同步网络的临界耦合强度 cth 和耦合距离 δ 并不
随 NL 增加而单调减少 (参见图 5(a) 和图 5(b)), 存

在增加 NL, cth 保持不变和 δ 出现涨落的情况; 给

定 NL 值,最优同步网络的耦合距离 δ 一般与各种
网络的平均耦合距离接近,也存在个别偏离比较大

的情况,这时预示了最优同步网络的耦合点分布不

是最均匀分布 (参见图 4(f)和图 4(j)), 但总体有随

着新增连边 NL 的增加,耦合点分布越来越均匀,网

络同步能力也越来越强; 5) 最优同步网络的结构

一般不止一种, 可以有多种网络结构, 而且各最优

同步网络的对称度 ξ 也不一定相同,例如当新增连

边数 NL = 4时,就有三种最优同步网络,对应新增

连边分别为 (l1,6, l2,7, l4,9, l5,10), (l1,8, l3,6, l4,9, l5,10)和

(l1,4, l2,7, l3,8, l5,10),三者具有相同的 cth = 0.71,其中

前两者的对称度为 ξ = 3, 后者对称度为 ξ = 6; 6)

规则网络也可能是最优同步网络,参见图 3(j)和图

3(o).

4 遍历网络的同步

Newman和Watts提出的 NW网络是在近邻连

接的基础上通过随机加边获得的,这种随机加边的

方式很难捕捉到最优的网络,下面根据最优同步网

络具有度分布均匀、耦合点分布均匀及对称度值

较小的特点,构造一个同步能力比 NW网更强的网

络.
假设 N 个神经元分布在闭合环上,通过最近邻

耦合形成网络, 网络节点编号顺序从 1到 N. 在最

近邻耦合基础上增加连边,网络构造示意图如图 6

所示 (以 NL = 10为例),构造规则如下.
第一步: 从节点 1 开始向其对称点连边, 得到

第一条连边 l1,n1
= 1,这里 n1 = max int((N +1)/2)

为大于或等于 (N + 1)/2 的最大整数, 在图 6 中

n1 = 6.
第二步:第二条连边从节点 n1 向节点 n2 连边,

得到第二条连边 ln1,n2
= 1, n2 是节点 1 和节点 n1

之间的两个中间点之一, 如果中间点在节点上, 则

选择使网络的 δ 最小的连边为新增连边, 如果中

间点不在节点上 (如图 6中一个中间点在节点 8和

9之间, 另一个中间点在节点 3和 4之间), 可做如

下处理: n2 是与两个中间点相邻的 4 个节点中的

一个,分别记为 p1, p2, p3 和 p4,其中 p1, p2 和 p3,
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p4 分别与中间点 1 和 2 相邻, 这时有四种连接方

式 ln1,p1 = 1, ln1,p2 = 1, ln1,p3 = 1或 ln1,p4 = 1. 假设

ln1,p1 = 1连边使网络的 δ 最小,那么 n2 就是 p1 这

个节点 (在图 6 中, l6,9 = 1 使网络的 δ 最小, 所以

n2 = 9), 即完成了对第二条连边的选择. 接着从节

点 n2 向节点 n3 连边, n3 就是与第二个中间点相邻

的节点 p3, p4中的一个,用选择节点 n2的方式选择

n3,假设 p3 符合条件,这时新增连边为 ln2,p3 = 1.

第三步: 之后的连边方式与第二步类似, 每次

从前一连边的终点向节点 ni 和 n j 的中间点 nk 连

边, 如果有多种可能的连边方式, 应尽可能做长程

连边; 中间点 nk 的选取如下: 在度值大的节点 ni

和 n j 之间只存在度值小的节点, 这样的节点数量

越多, 表示度值大的两个相邻节点 ni 和 n j 在环上

的距离越长, nk 就是具有距离较长的两个节点 ni

和 n j 的中间点;如果中间点有多个,选择长程连边

且连边后网络的 δ 最小的中间点为 nk, 如果满足

选择条件的中间点有多个, 则以等概率方式选择

其中一个.

从图论角度来说, 这样构造的网络是连通的,

可以在不重复情况下一笔能经过所有的边,我们把

这样的网络称为遍历网络. 在构造遍历网络的过程

中尽可能选取长程连边且兼顾到节点度的均匀性

和网络的对称性,这样不仅减小了整个网络的平均

距离, 同时又降低了最大介数, 使耦合点分布趋向

均匀,保证网络具有较高的对称性和均匀的度分布,

因此遍历网络应该有很强的同步能力,并接近最优

同步网络的同步能力.

2
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3

6
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9

1

图 6 遍历网络的构造示意图,图中箭头方向指向下一步将要
连接的节点

为了解遍历网络的同步能力,下面我们将它与

随机加边产生的 NW网络的同步能力做对比. 取网

络的神经元个数都为 N = 100, NW网的临界耦合

强度 cth 与耦合距离 δ 均是取 100 个样本的平均.

图 7(a) 给出了在 N = 100 的情况下临界耦合强度

cth 随 NL 的变化曲线,图 7(b)给出与图 7(a)对应的

耦合距离 δ 随 NL 变化曲线.通过对比可以看出:随

着 NL 的增加,两种网络临界耦合强度 cth 和耦合距

离 δ 均呈下降趋势,但是遍历网对应的参数下降幅

度更大.这表明, 在同等 NL 的情况下, 遍历网的同

步能力更强;随着 NL 的增加,两种网络的同步能力

逐渐趋向一致.遍历网的同步能力比 NW网络强的

原因是: 构造遍历网络的过程中增加了连边的规则

性, 降低了随机性, 同时网络又具有最优同步网络

的特点,其同步能力当然更好.
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图 7 在 N = 100 的情况下临界耦合强度 cth(a) 和耦合距离
δ (b)随 NL 变化 图中实心方块对应遍历网络,空心圆对应随
机加边产生的 NW网络,其对应的 cth-NL 曲线给出了 cth 的变

化范围

5 结 论

本文研究了 NW网络的同步问题,给出了最优

同步网络的具体拓扑结构, 发现: NW网络的同步

能力主要由节点度分布和网络的对称性决定, 表

现为与耦合点均匀分布有密切关系. 节点度分布

越均匀, 网络的同步能力就越强, 耦合点分布均匀

的网络一般同步能力都强,存在最优同步网络耦合
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点分布不是最均匀的情况. 最优同步网络具有均

匀的度分布和具有一定的对称性,其对称度一般在

1—N/2范围内变化. 由于存在多种网络拓扑结构

满足网络度均匀分布和具有较好的对称性,所以在

相同的新增连边下,最优同步网络一般不是惟一的.

此外还发现: 最优同步网络一般是非规则网络, 在

少数情况下出现规则网络是最优同步网络的情形.

增加新连边 NL 不一定能提高网络的同步能力, 也

可能使网络的同步能力降低. 遍历网络具有最优同

步网络的特点, 因此有较强的同步能力, 我们希望

这种网络构造方法能在实际生活中得到应用.
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Abstract
Synchronization in Newman-Watts (NW) networks is studied in a Hindmarsh-Rose neuron dynamical system. The topological

structures of some optimal synchronization networks are given. Numerical simulation results show that the synchronizability of the NW
network is mainly determined by the distribution of coupling points in coupling space. The network with even distribution of coupling
points generally has the strongest synchronizability. For a given number of edges there may exist some optimal synchronization
networks with different topological structures. Optimal synchronization network has the strongest synchronizability, homogeneous
degree distribution and better symmetry. However, its symmetry is not necessarily best. In general, optimal synchronization network
is an irregular network. However, in the minor cases, the regular network may be an optimal synchronization network. A new type
of network, the ergodic network, is introduced in this paper, and it has strong synchronizability as well as the characteristics of the
optimal synchronization network.
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