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准周期激励与应变超晶格的动力学稳定性
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假设超晶格锯齿形沟道对粒子的作用等效为形状相似的周期场作用. 在经典力学框架内,引入正弦平方势,把

粒子运动方程化为具有阻尼项和双频激励项的摆方程. 用Melnikov方法对单频激励系统的分叉与混沌进行分析;用

Lyapunov方法对双频激励系统的稳定性进行讨论.结果表明: 在弱非线性情况下,双频激励系统存在局域不稳定,且

这种不稳定将向全局扩展,直至混沌的出现;导致混沌的双频激励强度远小于单频激励强度;外加一个适当的超声

场可望将这种敏感钝化,使系统的稳定性得到改善.
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1 引 言

带电粒子的沟道效应和沟道辐射是 20世纪 70
年代人们发现的重要现象之一.由此发展起来的沟
道技术在固体物理和原子核物理中得到了广泛应

用,并成为一个活跃的研究领域 [1−16]. 利用沟道效
应可以研究应变超晶格形变大小、界面位错与超

晶格分层和龟裂等 [9−11]. 文献 [12]对超晶格量子
阱的沟道效应和沟道辐射进行过讨论,由于超晶格
阱深大都为 eV量级,对于阱深为 1 eV左右的超晶
格可辐射红外光和可见光范围的电磁能量. 人们
研究更多的是超晶格 (平)面沟道的沟道效应.注意
到沿 [100]方向生长的薄层 (比如 GaAs/GaAlAs薄
层),在界面处交替产生伸长和压缩形变,导致 (110)
平面沟道偏折,使直沟道变成了锯齿形的 “折沟道”.
在 (110)平面沟道中运动的带电粒子 (比如正电子)
除了横向受到粒子 -晶体相互作用外,还将在纵向
受到锯齿形沟道的作用. 注意到带电粒子同物质相
互作用, 归根到底是带电粒子同电磁场相互作用,
这就是说锯齿形沟道对带电粒子的作用可以等效

为形状相似的锯齿形沟道势对它的作用. 再考虑到

电子多重散射和晶格热振动的影响,沟道粒子的运
动方程可化为带有阻尼项和锯齿波激励的摆方程.
注意到认识总是近似的,如果将锯齿波做泰勒展开,
当系统只有一个谐波起主要作用时,这个系统可近
似为单频激励系统, 或周期激励系统, 相应的激励
称为单频激励或周期激励; 当系统有两个或两个
以上的谐波起主要作用时,这个系统称为双频激励
(多频激励) 系统, 或准周期激励系统, 相应的激励
称为双 (多)频激励或准周期激励. 这两类系统的特
点是: 前者在强非线性情况下,可出现分叉与混沌;
而后者在弱激励情况下, 将出现混沌不稳定性. 本
文对这两种情况进行了比较,并发现即使初始位移
很小, 双频激励系统也可能进入混沌状态. 在经典
力学框架内和偶极近似下, 引入正弦平方势 [9−11],
把粒子运动方程化为具有阻尼项和双频激励项的

摆方程. 用 Melnikov 方法讨论了单频激励系统的
分叉与混沌 [15,16],用 Lyapunov方法讨论了双频激
励系统的混沌不稳定性 [17−20]. 结果表明,当激励强
度比较强时,单频激励系统可通过奇阶次谐分叉进
入混沌; 对于双频激励系统,在弱激励情况下也存
在局域不稳定,而且将向全局扩展,直至混沌出现.
值得注意的是,导致混沌的双频激励强度远小于周
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期激励, 这就是说, 双频激励系统的混沌不稳定性
比单频激励更加敏感. 分析表明, 外加一个适当的
超声场中可望将这种敏感钝化,使系统的稳定性得
到改善.

2 运动方程

由两种材料 (比如 GaAs/GaAlAs) 交替生长而
成的应变超晶格如图 1 (上图)所示. 由于两种材料
的晶格常数失配, (110) 面沟道变成了锯齿形折沟
道 (图 1下图). 设 (y,z)平面是沟道中心平面. 在直
角坐标系中, x轴垂直中心平面向上, y轴和 z轴位
于中心平面内, z轴沿着束流方向.严格说来, 沟道
问题是一个三维问题. 考虑到晶体的平移对称性,
坐标 y将不出现,如果粒子在 x方向的能量不是太
大,在 z方向的运动可以看作是守恒的. 于是,粒子
的行为完全由 x方向的运动决定,从而将三维问题
化为一维问题. 注意到超晶格的沟道是锯齿状, 对
于薄层等厚的超晶格,粒子运动方程可化为 [13,14]

d2ξ
dt2 +ω2

0 sinξ =−2µ0ω0
dξ
dt

− ∑
p=1

cp sin(Ωpt), (1)

其中

ξ = 2πx/d, ω2
0 =

2π2V0

m0γd2 , Ωp = pωv,

ω =
2πv

l

√
m
V0

, cp =
2πχbp pω

md
, (2)

l 是超晶格层厚, d = 2l 是超晶格周期, V0 是势阱深

度, µ0 是阻尼系数, χ 是锯齿形沟道与锯齿形沟道
势之间的比例因子, bp 是锯齿形沟道势 p阶傅里叶
展开系数, z = vt (v是粒子纵向运动速度), m = m0γ ,
m0 是粒子静止质量, γ 是相对论因子, 在超相对论
情况下,粒子速度 v近似等于光速 c. 其他参数的物
理意义可参考文献 [13].
方程 (1)是多频激励的摆方程,原则上 p的取

值可以无穷. 如果保留其中任意两项 (比如强度最
大的两项), (1)式可化为

d2ξ
dt2 +2µ0ω0

dξ
dt

+ω2
0 sinξ

= 2ω2
0 (B1 sin(ω1t)+B2 sin(ω2t)), (3)

其中

B1 = cp/2, B2 = cp+m/2,

ω1 = pωv, ω2 = (p+m)ωv, (4)

方程 (3)是带有阻尼项的双频激励的摆方程, 系统
的非线性表现在方程 (3)左端第三项.当非线性比

较强时,可将方程 (3)表示为

d2ξ
dt2 +ω2

0 sinξ

= ε
[
−2µω0

dξ
dt

+2ω2
0 (B1 sin(ω1t)

+B2 sin(ω2t))
]
. (5)

当系统的非线性比较弱时, 方程 (3)形式上可改写

为

d2ξ
dt2 +ω2

0 ξ

= ε
[
−2µω0

dξ
dt

+ω2
0 (ξ − sinξ )

+2ω2
0 (B1 sin(ω1t)+B2 sin(ω2t))

]
, (6)

其中小参数 ε 表示它的伴随项是小量. 方程 (5)和

(6) 表现出了不同特征. 下面用 Melnikov 方法和

Lyapunov方法对方程 (5)和 (6)进行讨论.

GaAlAs GaAlAs GaAlAs GaAlAs

GaAs GaAs GaAs GaAs

z

d d d

y

↼↽
↼↽

图 1 应变超晶格 (上)与 (110)锯齿形面沟道 (下)示意图, d
是超晶格周期

3 单频激励

令 τ = ω0t, µ = µ0/ω0, Ω =
ω1

ω0
, f = 2B1, 当

B2 = 0时,方程 (5)可化为无量纲形式

d2ξ
dτ2 + sinξ = ε

(
−2µ

dξ
dτ

+ f sin(Ωτ)
)
, (7)

方程 (7) 是一个具有强非线性的单频激励摆方程.

人们利用Melnikov方法,对这个系统的分叉与混沌

进行过仔细研究 [13,15,16]. 为了比较,下面做一简单

描述.
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3.1 无扰动系统的三类轨道

ε = 0 的系统是无扰动系统. 当 ε = 0 时系统
Hamiltonian量 h可以表示为

h =
ς2

2
+(1− cosξ ). (8)

根据 h的大小,相平面上的轨道可分为三类.
1)异宿轨道 h = 2的轨道是异宿轨道,且可将

这条轨道表示为

ξ =±2arcsin(thτ)

ς =±2sech(τ)

}
; (9)

2) 周期轨道 0 < h < 2 的轨道是周期轨道, 且
可将它表示为

ξ = 2arcsin(κsnτ)

ς = 2κcn(τ)

}
, (10)

其中 κ = h/2 椭圆函数的模, 且 κ ∈ (0,1), snτ 和
cnτ 是 Jacobian椭圆函数;

3) 旋转周期轨道 h > 2 的轨道是旋转周期轨
道,且可将这条轨道用公式

ξ =±2arcsin
(

sn
τ
κ ′

)
,

ς =± 2
κ ′ dn

τ
κ ′ (11)

表示, 其中 κ ′ =
2
h
=

√
1−κ2 是椭圆函数的补模,

dnτ 为 Jacobian 椭圆函数. 注意到方程 (7) 描写的
是强非线性系统,它的稳定性可用Melnikov方法进
行讨论.

3.2 系统的稳定性

3.2.1 异宿轨道的稳定性
根据 Melnikov 方法, 异宿轨道的 Melnikov 函

数可表示为

M±(τ0)

=
∫ +∞

−∞
ς±(τ)[−2µς±(τ)+ f sin[Ω(τ + τ0)]]dτ

= ± 2 fπ

ch
(
π

2
Ω
) [2µ/δ + sin(Ωτ0)], (12)

其中 ς± 由 (9)式给出,而 δ =∓ 4π f
ch(πΩ/2)

. 由 (12)

式可导出产生 Smale 马蹄变换意义下的混沌条件
为

f
2µ

>
4
π

ch
(
π

2
Ω
)
, (13)

上式表明, 只要激励强度足够强, 或阻尼足够小这
个系统就存在 Smale马蹄混沌.

3.2.2 周期轨道的稳定性
对于任意的互质正整数 m, n, 总是存在惟一

的一个 κm/n ∈ (0,1), 使得 T (κm/n) = 4K(κm/n) =
m
n

T =
2πm
nω

, 构造这族轨道的 Melnikov 函数, 可

得

Mm/n(τ0)

=
∫ mT

0
ς(τ,κ)[−2µς(τ,κ)+ f sin[Ω(τ + τ0)]]dτ

=



与 τ0 无关的常数

(n ̸= 1或 m为偶数)

− 4 fπ
ch(ΩK′(κ))

[
2µ
δm

− sin(Ωτ0)

]
(n = 1且 m为奇数)

, (14)

其中 ς 由 (10)式给出,而

δm =
f

ch[ΩK′(κ)]
{

4
π
(E(κ)− (1−κ2)K(κ))

} ,

κ = κm. K(κ)是第一类全椭圆积分, K′(κ) = K(κ ′),
E(κ)是第二类全椭圆积分. 由 (14)式,可导出系统
产生周期型次谐分叉的条件为

f
2µ

>
4
π

ch
(

mπK′(κ)
2K(κ)

Ω
)(

E(κ)−κ ′2K(κ)
)
= Ro

m.

(15)

同异宿轨道的讨论类似, 只要激励强度足够强, 或
阻尼足够小系统就存在奇阶次谐分叉.

3.2.3 旋转型周期轨道的稳定性
对于任意一组互质正整数 m, n,总存在惟一的

一个 κm/n ∈ (0,1), 使得 T (κm/n) = 2κm/nK(κm/n) =
m
n

T =
2πm
nω

,这族轨道的Melnikov函数可表示为

Mm/n(τ0)

=
∫ mT

0
ς+(τ,κ)[−2µς+(τ,κ)+ f sin[Ω(τ + τ0)]]dτ

=



与 τ0 无关的常数

(n ̸= 1或 m为偶数)

2 fπ
ch(κΩK′(κ))

[
2µ
δ r

m
+ sin(Ωτ0)

]
(n = 1且 m为奇数)

, (16)

其中 ς 由 (11) 式给出, 而 δ r
m = − π f

4ch(κΩK′)
; κ =

κm. 由 (16)式可导出产生旋转型次谐分叉的条件为
f

2µ
>

4E(κ)
πκ

ch
(
κΩK′(κ)

)
, (17)
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可见,旋转周期轨道的稳定性条件同周期轨道类似.
上面的分析表明,只要系统的激励强度足够强

或阻尼足够小,不管是周期轨道还是旋转周期轨道
都存在奇阶次谐分叉,并通过级联分叉进入混沌.

4 双频 (准周期)激励

研究表明, 在共振线附近即使非线性比较弱,
系统的状态也表现出了明显的不稳定性. 为此, 假
设扰动频率满足条件 |ω1,2 −ω0| ≪ ω0. 下面用平均
法和 Lyapunov方法对系统的稳定性进行讨论.

4.1 平均法

假设系统 (6)具有如下形式

ξ = u(t)cos(ω ′t)+ v(t)sin(ω ′t),

ς =
dξ
dt

=−ω ′u(t)sin(ω ′t)+ω ′v(t)con(ω ′t) (18)

的解,其中 u(t)和 v(t)是时间的慢变函数,而 ω ′ 是

满足条件 |ω ′−ω0| ≪ ω0 的任一频率.令

τ = ω0t, ∆ ′ = ω0 −ω ′, ∆1,2 = (ω0 −ω1,2)/ω0,

利用平均法 [17−19],可导出 u(t)和 v(t)满足的方程

du
dτ

= −µu−
(

∆ ′+
J1(A)

A
− 1

2

)
v

−B1 cos[(∆ ′−∆1)τ]

−B2 cos[(∆ ′−∆2)τ],
dv
dτ

= −µv+
(

∆ ′+
J1(A)

A
− 1

2

)
u

−B1 sin[(∆ ′−∆1)τ]

−B2 sin[(∆ ′−∆2)τ], (19)

其中 J1(A)是一阶 Bessel函数, 而 A =
√

u2 + v2 是

振幅.可以看出,当 ∆ ′ = ∆1 或 ∆ ′ = ∆2 时方程 (19)
退化为单频激励情形. 扰动周期 T = 2π/ |Ωd|, 而
Ωd = ∆2 −∆1 = (ω1 −ω2)/ω0 是双频激励状态下的

拍频.
将方程 (19)和 (6)比较可以发现,在单频激励

情况下,方程 (19)只有跳跃出现而无混沌存在. 事
实上, 当 B1 ̸= 0和 B2 = 0时, 系统 (6)的振幅由方
程

A2 ((∆1 + J(A)/A−1/2)2 +µ2)= B2
1 (20)

给出, 这是周期激励下的频率响应方程, 揭示了系
统的后弯现象和跳跃特征. 事实上, 在小振幅近似
和单频激励下 (当 B1 ̸= 0和 B2 = 0时),方程 (3)可

化为标准的 Duffing 方程, 而共振曲线的后弯和跳
跃现象正是这个系统的动力学特征.

4.2 双频激励

在双频激励下, 系统 (3)表现出了一系列新的
特征,即使是在小振幅 (位移)和弱非线性性情况下
也表现出了全局不稳定与混沌行为.

4.2.1 Lyapunov方法
注意到混沌的特点是它的状态同初值密切相

关,初值的微小变化将随时间 (或迭代次数)指数增
加而被无限放大. 只要 Lyapunov 指数谱中有一个
指数为正系统就不稳定. 可见判断系统是否存在混
沌只需算出它的最大 Lyapunov指数 [20],再根据这
个指数大于零或小于零即可判断系统是否稳定. 下
面引入 Lyapunov指数讨论系统的稳定性. 为此,我
们假设系统存在小的偏差 (或扰动),使得轨道 u(τ)
和 v(τ)发生了微小变化:

ζ (τ) = u∗(τ)−u(τ), η(τ) = v∗(τ)− v(τ). (21)

将 (21) 式代入方程 (19), 并将它线性化后可
得 [18,19]:

dρ
dτ

=
ρ
2

[
−2µ +

AJ0(A)−2J1(A)
A

sin(2χ)
]
,

dΦ
dτ

=
1
2

[
2∆ ′− AJ0(A)−2J1(A)

A
cos(2χ)

]
, (22)

其中

ρ(τ) =
√

ζ 2(τ)+η2(τ), tanΦ =
ζ
η
,

χ = Φ −θ , θ = tan−1(v/u). (23)

注意到最大的 Lyapunov指数定义为 µ1 =
d(lnρ)

dτ
=

1
ρ

dρ
dτ

,由 (22)式第一式,可得

µ1 =
1
2

[
−2µ +

AJ0(A)−2J1(A)
A

sin(2χ)
]
, (24)

而标准的 Lyapunov指数 λ1 则由平均值

λ1 = lim
T→∞

1
T

∫ T

0
µ1(τ)dτ

给出,混沌存在的必要条件是 µ1(τ) > 0, 根据 (24)
式可将这个条件用系统阻尼表示为

max
∣∣∣∣AJ0(τ)−2J1(τ)

2A

∣∣∣∣> µ, (25)

计算表明, 当 A = Amax = 3 时, 上式右端等于 2.4.
可见系统 (19)存在混沌的条件是无量纲阻尼系数
µ < 0.24. 这就是说,系统阻尼太小就不足以阻止混
沌的发生.
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4.2.2 小振幅
如果振幅 A比较小,精确到O(A3),条件 (25)式

可改写为

max |A(τ)|> 4
√

µ, (26)

可以看出, 如果系统的耗散比较弱, 条件 (26) 是
很容易满足的. 换句话说, 在小振幅情况下, 即
使是弱阻尼和弱非线性, 系统也存在混沌现象.
令 max |A(τ)| = 4

√µ 可给出双频激励的振幅阈值.
值得注意的是, 在双频激励中, 如果其中一个激
励振幅远大于另一个, 比如 B1 ≫ B2 或者相反,
我们就有理由假设导致混沌存在的双频激励和

单频激励阈值振幅近似相等. 由 (20) 式可算出
max |A(τ)| = B1/µ ,结合 (26)式双频激励阈值振幅
可表示为

B1 > B1cr = 4µ3/2. (27)

当条件 (26) 和 (27) 同时满足时, 系统 (19)
存在局域不稳定, 且这种不稳定将向全局扩展,
直至混沌的出现. 而导致混沌的双频激励强度
I = (B2

1 +B2
2)/2远小于周期激励强度.这就是说,双

频激励系统的混沌不稳定性比单频激励更加敏感.
分析表明, 外加一个超声场可望将这种敏感钝化,
使系统的稳定性得到改善.

4.3 实验设想

上面分析表明, 要试图提高系统的稳定性, 可
将双频激励改造为单频激励 (或基本上是单频激

励), 结果就可以得到改善. 比如将双频激励系统

置于一个声场 f = Asin(ωt ±π)中, 则作用到方程

(6)(或方程 (5))右端的双频激励就可表示为三频激

励 F = B1 sin(ω1t)+B2 sin(ω2t)+Asin(ωt ±π). 如
果外加场 A = B1, ω = ω1(或 A = B2, ω = ω2), 则

由于共振叠加, 相位相反的两个振动彼此抵消,

在合振动中就只剩下一个单频振动 B2 sin(ω2t)(或

B1 sin(ω1)t). 于是,双频激励化为单频激励. 这就是

说, 只需将应变超晶格放置在一个适当的声场中,

就可望改善和提高系统的稳定性.

5 结 论

对于混沌系统来说, 耗散是一种稳定因素. 由

于耗散作用,系统一方面要收缩到相空间的有限区

域 (即吸引子); 同时, 由于系统对初值的极度敏感,

运动轨道还将沿某些方向指数分离. 二者的竞争决

定了系统的稳定性. 从局部来看, 奇怪吸引子的不

稳定轨道总是指数分离的, Lyapunov指数就描写了

系统的这一特征, 而最大 Lyapunov 指数则可判断

系统是否存在混沌. 本文在经典力学框架内,引入

正弦平方势把粒子运动方程化为具有阻尼项和双

频激励项的摆方程. 计算了系统的最大 Lyapunov

指数, 揭示了弱非线性情况下, 当激励强度远小于

单频激励强度时, 系统存在局域不稳定; 而且这种

不稳定将向全局扩展,并导致混沌的出现.
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Abstract
In this paper, the action exerted by a superlattice sawtooth-shaped channel on the particle is assumed to be equivalent to that

exerted by a periodic field with a similar shape. In the framework of classical mechanics, by introducing the sines-quared potential, the
particle motion equation is reduced to pendulum equation with a damping term and dual-frequency excitation term. The bifurcation
and chaos of single-frequency excitation system are analyzed with the Melnikov method. The stability of dual-frequency excitation
system is discussed by using the Lyapunov exponent. The results show that in the case of weak nonlinearity, local instability can
be found in the dual frequency excitation system, and it will be expanded globally until chaos appears. The dual excitation intensity
leading to chaos is far less than that of single-frequency excitation. The application of an appropriate ultrasonic field is likely to make
such a sensitivity passivated, and the stability of the system improved as well.
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