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Majorana表象下的纠缠动力学*
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借助在Majorana表象下提出的纠缠度定义,研究了对称双阱中两个玻色原子组成的系统的纠缠动力学.得到了

系统的任意态在Majorana表象下的表示,并考察了原子间相互作用及系统初始状态对纠缠度动力学的影响.发现原

子间相互作用会决定纠缠度振荡的频率,而纠缠度振荡的幅度对系统的初态很敏感.
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1 引 言

量子纠缠是量子力学中最重要的概念之一.所

谓量子纠缠态, 指的是系统内态的线性叠加态, 这

种叠加态有一个特性,即它们不能完全分解成单个

粒子的乘积态. 此性质可看作是量子力学特有的效

应,由此,量子纠缠产生了许多新奇的物理现象,且

这些现象常常不能被经典力学所解释 [1]. 正是这种

不存在经典对应的量子特性,使量子纠缠的系统具

有广泛且独特的应用 [2]. 处于纠缠态的一对系统可

作为量子信息的手段,以完成量子计算 [3]、量子加

密 [4,5]、量子远程传态 [6,7] 等经典系统不可能完成

的任务.另外, 量子纠缠在量子测量问题的研究中

也起着重要作用 [8].

鉴于量子纠缠在量子信息及相关领域的重要

意义,人们对量子纠缠的测量开展了大量的研究工

作,提出了许多有效的纠缠度测量方法 [9−14],包括

形成纠缠度、可提纯纠缠度、负性纠缠度、共生

纠缠度、几何纠缠度、纠缠熵等等. 最近,借助于

Majorana 表象 [15], 一种新的纠缠定义方式 [16] 被

用于研究量子比特系统的纠缠度. 在 Majorana 表

象下, 一个自旋为 N/2 的粒子或一个希尔伯特空

间维度为 N + 1 维的系统可表示成单位球面上的

N 个点, 这些点被称作 Majorana 星. 通过这 N 个

Majorana星的位置,可计算系统的能量, Berry曲率
[17] 等物理量. 文献 [16]中即是利用这些星的重心

与球心的距离来衡量纠缠的大小.

由于利用超冷原子体系可很便利地制备量子

纠缠态 [18,19], 超冷原子体系中的量子纠缠受到了

广泛的关注 [20,21]. 研究表明, 冷原子体系中, 原子

间相互作用产生的非经典纠缠可大大地增加量子

相位测量的精度 [22,23];而且,冷原子体系可用于有

效地制备并输运量子纠缠. 这些都对量子信息处理

和量子通信等技术的发展至关重要.反过来, 量子

纠缠也为研究冷原子体系提供了新的方法, 例如:

借助纠缠熵可判断系统的动力学相变点 [12−14]. 基

于这两者之间的相互影响,我们希望把上述在量子

信息研究中新提出的纠缠定义,应用到冷原子玻色

系统以研究其纠缠动力学.

本文借助文献 [16]中的纠缠度定义研究了两

模玻色冷原子系统的纠缠动力学.先简单介绍 Ma-

jorana表象下这种重心相关的纠缠度定义,然后以

两格点 Bose-Hubbard 模型为例, 研究了处于对称

双势阱中两个玻色原子的纠缠动力学, 讨论了原

子相互作用强度及系统的初始状态对纠缠动力学

的影响.
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2 Majorana表象下的纠缠度定义

考虑一个两模的 N 粒子玻色系统,它的 Hilbert

空间可取 Fock态 |i,N − i⟩ (i = 0,1, · · · ,N)为基矢,

此空间共 N +1维.系统的任意量子态可表述为

|Ψ⟩=
N

∑
i=0

Ci|i,N − i⟩, (1)

其中, {Ci}满足归一化条件 ∑N
i=0 |Ci|2 = 1. 相应地,

相干态可写作

|ΨCS⟩=
1√
N!

(
cos

θ
2

a† + sin
θ
2

e iϕ b†
)N

|0⟩

=
N

∑
m=0

√
Cm

N

(
cos

θ
2

)m

×
(

sin
θ
2

e iϕ
)N−m

|m,N −m⟩, (2)

其中, Cm
N =

N!
m!(N −m)!

是二项式系数.由Husimi函

数 |⟨ΨCS|Ψ⟩|2, 可得到任意态 |Ψ⟩在相干态空间的
密度分布. Husimi函数的零点即是要求的Majorana

星的位置.由于

⟨ΨCS|Ψ⟩=
N

∑
m=0

√
Cm

NCm

(
cos

θ
2

)m

×
(

sin
θ
2

e−iϕ
)N−m

=

(
sin

θ
2

e−iϕ
)N

×
N

∑
m=0

√
Cm

NCm

(
cot

θ
2

e iϕ
)m

=

(
cos

θ
2

)N N

∑
m=0

√
Cm

NCN−m

×
(

tan
θ
2

e−iϕ
)m

, (3)

⟨ΨCS|Ψ⟩= 0可看作 cot
θ
2

e iϕ(或 tan
θ
2

e−iϕ)的 N次

复数方程,因而总可求得 N 个复数解,每个解中的

有序实数对 (θ ,ϕ) 对应单位球面上的一个点. 在

Majorana表象下,此系统的任意波函数则可由球面

上的这 N 个点来表示，这些点就是Majorana星.

有了上面得到的Majorana星的位置,我们便可

以用它们来计算所关心的物理量. 文献 [16] 中利

用 Majorana星的重心位置给出了一种新的纠缠定

义.假设 N 个星的位置在球坐标下分别为 (1,θi,ϕi)

(i = 1, · · · ,N),则

d =

∣∣∣∣ 1
N

N

∑
i=1

(sinθi cosϕi,sinθi sinϕi,cosθi)

∣∣∣∣ (4)

为这些星的重心离球心的距离, 纠缠度定义为

EB = 1 − d2, 它可被理解成 Majorana 星位置的

方差 [16]. 为了得到更直观的印象, 在此举两个

简单的例子. 比如对于量子态 |Ψ⟩ = |N,0⟩, 易
求得 N 个 Majorana 星重合在南极点 (θi = π), 则

d = 1, EB = 0. 特别地, N = 1 时, Majorana 星与

Bloch 球上表示自旋 1/2 粒子的点正好关于球心

对称. 又如 |Ψ⟩ = |N,0⟩+ |0,N⟩, 可求得 θi = π/2,

ϕi = (2n+1)π/N (n = 0,1, · · · ,N −1),即所有的Ma-

jorana 星均分布在赤道上, 且等距排列, 经度相差

2π/N. 显然, 这些星的重心在球心上, 因而, d = 0,

纠缠度 EB = 1.

3 纠缠度动力学

3.1 两格点 Bose-Hubbard模型

下面我们以两格点 Bose-Hubbard模型为例,来

研究Majorana表象下的纠缠动力学.对于处在对称

双势阱中的 N 个冷原子构成的系统,在紧束缚近似

下,可以用如下的哈密顿量来描述:

H =− J(a†
LaR +a†

RaL)

+
U
2
(nL(nL −1)+nR(nR −1)), (5)

其中,

J =−
∫

ϕ ∗
L

(
− h̄2∇2

2m
+Vext

)
ϕR dr,

U = g
∫

|ϕL|4 dr = g
∫

|ϕR|4 dr, (6)

J 是左右阱间单原子隧穿耦合强度, U 是处在同一

阱中的两原子相互作用能, ϕL, ϕR 分别为左右阱中

单原子基态波函数, a†
L,R, aL,R 和 nL,R 分别为左右

阱中原子的产生、湮灭和粒子数算符. 总粒子数

N = nL +nR 是守恒量. Vext 为对称的双阱形外势, m

为原子质量, g = 4πash̄2/m, as 为原子散射长度.为

方便后续的讨论,我们用单原子隧穿耦合强度 J 作

为系统的能量尺度,即取 J = 1.

3.2 两原子纠缠动力学

考虑最简单的情况, 即系统仅由两个玻色
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原子构成. 此时, 系统任意时刻的波函数可

写作 |Ψ(t)⟩ = C0(t)|0,2⟩+C1(t)|1,1⟩+C2(t)|2,0⟩,

相 应 的 相 干 态 可 写 作 |ΨCS⟩ = cos2 θ
2
|2,0⟩ +

√
2cos

θ
2

sin
θ
2

e iϕ |1,1⟩+ sin2 θ
2

e2iϕ |0,2⟩. 通过求解
Husimi函数的零点可得Majorana星的位置为

θ(t) = 2arccot
∣∣∣∣−C1(t)±

√
C1(t)2 −2C0(t)C2(t)√

2C2(t)

∣∣∣∣,
ϕ(t) = arg

(
−C1(t)±

√
C1(t)2 −2C0(t)C2(t)√

2C2(t)

)
,

(7)

其中, |x| 表示对 x 取绝对值, arg(x) 表示复数 x

的相角.

3.2.1 原子相互作用对纠缠动力学的影响
在上面给出的三态描述中, 两原子系统的动

力学 (即 {Ci(t)}(i = 0,1,2)) 可解析求解. 为表示

左右阱中粒子数的变化, 我们定义平均位置 ⟨x⟩ =
(nR − nL)/(nL + nR), 即 ⟨x⟩ = ∑2

i=0 |Ci(t)|2
N −2i

N
=

|C0(t)|2 −|C2(t)|2. 假定初始时刻两原子均处在左阱

中,即 |Ψ(0)⟩= |2,0⟩,平均位置随时间的演化为

⟨x⟩=−
√

U2 +16J2 +U

2
√

U2 +16J2

× cos
(

U −
√

U2 +16J2

2
t
)

−
√

U2 +16J2 −U

2
√

U2 +16J2

× cos
(

U +
√

U2 +16J2

2
t
)
, (8)

或

⟨x⟩=− cos
(

U
2

t
)

cos
(√

U2 +16J2

2
t
)

− U√
U2 +16J2

sin
(

U
2

t
)

× sin
(√

U2 +16J2

2
t
)
. (9)

显然, U = 0时,平均位置将做周期性振荡,且振荡

周期 T = 2π/(2J) = π. 若 U ̸= 0, 则平均位置的动

力学表现为两种不同振幅不同频率的振荡的叠加.

当 U/J 极小时, (9) 式右侧的最后一项可以

忽略, 则系统平均位置的动力学表现为一个周期

为 2π/(
√

U2 +16J2/2)≈ π的小周期振荡被周期为

2π/(U/2) = 4π/U 的大周期振荡包络. 图 1是数值

求解薛定谔方程得到的平均位置和纠缠度的时间

演化. 相互作用强度分别为 U = 0.1和 0.2. 从图中

易看出, ⟨x⟩的大周期分别约为 40π和 20π,小周期

约为 π, 与解析结果相符. 对比 ⟨x⟩ 与 EB, 易得 EB

的频率是 ⟨x⟩的两倍. 随着原子间相互作用增强,平

均位置的大周期振荡的频率逐渐增大,纠缠度的振

荡频率也随之增大.而小周期振荡的频率受相互作

用的影响不很明显,因而在一个大周期内的小周期

振荡次数逐渐减少.
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图 1 极弱的原子相互作用下平均位置随时间的演化及纠缠动

力学 上图U = 0.1;下图U = 0.2

图 2 为中等强度的原子相互作用情况下系统

的平均位置及纠缠度随时间演化的数值结果. U 的

取值分别为 1和 2. 此时, (8)式中两种频率对系统

的动力学都有明显的贡献, 均不可被忽略.平均位

置 ⟨x⟩在相对大的时间尺度内仍存在 4π/U 的准周

期, 纠缠的动力学行为也存在一个类似的准周期,

大小为其一半.两种频率行为的竞争使得系统在单

原子隧穿时间尺度内的动力学相对杂乱,几乎看不

到清晰的单个原子隧穿行为信号.随着原子相互作

用的增强, ⟨x⟩和 EB 的周期仍保持减小的趋势.

当原子间相互作用极强时, (8) 式右侧的最后

一项只有极小的幅度,第一项对系统的动力学起决

定作用, 平均位置随时间演化极类似余弦振荡. 实

际上, 这种情况下, 系统的动力学主要表现为两原
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子共同隧穿 [24,25],角频率约为
√

U2 +16J2 −U
2

≈ 4J2

U
,

与图 3中给出的结果相符.此时,纠缠度 EB 也表现

出较规则的周期振荡,周期为平均位置振荡周期的

一半. 在较规则的振荡行为上, 有一些高频的小幅

振荡,其角频率约为
√

U2 +16J2 +U
2

.

与上述两种情况不同的是,此时随着原子相互作用

的增强,平均位置和纠缠度的振荡频率会逐渐减小.
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图 2 中等强度的原子相互作用下平均位置随时间的演化及纠

缠动力学 上图U = 1;下图U = 2

3.2.2 初态对纠缠动力学的影响
在这部分, 我们讨论系统初态对原子平均位

置及纠缠度动力学的影响. 考虑如下的初态形式:

|Ψ(0)⟩=
√

1−α2|0,2⟩+α|2,0⟩,其中 α 为 0到 1之

间的实数. 图 4 给出了几种不同 α 值在不同强度
的原子相互作用下的纠缠动力学.图 4(a), (b), (c)中

原子相互作用强度分别为U = 0.1, 1和 10. 对每种

相互作用强度,给出了三种初值, α 分别取 1, 0.9和

0.708. 由图易知,一方面,各种相互作用强度下,纠

缠动力学都对初始状态极为敏感. 初始状态略微偏

离 |2,0⟩态,则纠缠度的振荡幅度迅速减小. 随着初

态的 α 取值趋近于 1/
√

2,初态的纠缠度逐渐趋近

于 1,且在后续的演化中,纠缠度限制在 1附近做极

小幅度的振荡. 另一方面, 初始状态并不影响纠缠

度振荡的周期或准周期. 同一相互作用强度下, 不

同的初始态具有相同的振荡周期,与上一小节中给

出的 |2,0⟩初态时的周期相同.

0

E
B

<x
>

0.5

1.0

-1

0

-1

0

E
B

<x
>

0.5

1.0

-1

0

-1

0 10 20 30 40 50

t

0 10 20 30 40 50

t

图 3 极强的原子相互作用下平均位置随时间的演化及纠缠动

力学 上图U = 10;下图U = 20
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图 4 不同初态情况下,平均位置随时间的演化及纠缠动力学.
原子相互作用分别取 (a) 0.1, (b) 1,和 (c) 10. 每个小图中,从下
到上的三条线分别对应初态 α = 1, 0.9及 0.708

4 结 论

在本文中,我们借助由Majorana星的重心定义

的纠缠度,研究了双势阱两个玻色原子的纠缠动力

学.我们发现, 纠缠度与原子平均位置的振荡周期

或准周期存在着两倍关系.纠缠度的行为受到初始

状态及原子相互作用强度的影响.纠缠度的振荡频
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率主要依赖于原子间相互作用的大小,而初始状态

会决定纠缠度的振幅.本文虽以最简单的两原子系

统为例, 但实际上从这种纠缠度的定义即可看出,

它能很方便地运用到多原子系统,这也是该定义的

优势所在.
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Abstract
With the help of the newly proposed definition of entanglement, the entanglement dynamics of a system composed of two bosonic

atoms trapped in a symmetric double-well potential is investigated. For any state of this system, the description of Majorana represen-

tation can be analytically derived. It is found that the entanglement dynamics depends on both the atomic interaction and the initial
state of the system. Specifically, the atomic interaction determines the oscillation frequency of the entanglement degree, whereas the

initial state controls the oscillation amplitude.
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