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研究了色噪声参激和周期调制噪声外激联合驱动的分数阶线性振子及其共振行为, 利用 Laplace 变换和

Shapiro-Loginov公式,推导出了系统响应的一阶矩及稳态响应振幅的解析表达式. 讨论了系统阶数、摩擦系数、周

期驱动力频率、色噪声强度和相关率等参数对系统稳态响应的影响,发现系统稳态响应振幅具有非单调变化的特

点,即出现了广义随机共振现象.并且在适当参数下,稳态响应振幅还存在具有双峰的广义随机共振现象.
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1 引 言

随机共振最初是由 Benzi 及其合作者在 1981
年的一篇重要论文中首次提出的 [1]. 在这篇论文
中他们对周期性出现的古气象冰川问题做了研究,
利用地球本身的非线性条件, 以及在这时期内地
球所受的随机力作用, 建立了一个随机共振模型,
用来解释上述气候现象. 此后, 不同领域的许多学
者对随机共振的理论和实验研究产生了极大的兴

趣 [2−5],并陆续在物理、生物、电子等系统中发现
了随机共振现象.

很长一段时间内, 人们普遍认为非线性是产
生随机共振的一个必要条件 [6,7], 并且早期的研究
也主要集中在受周期信号和加性噪声激励的非线

性模型 [6,8,9]. 然而, 随着研究的进一步深入, 已有
学者发现线性系统中也会出现随机共振现象. 如
Bercichevsky和 Gitterman[8] 在 1996年讨论了受乘
性色噪声驱动的线性系统,发现系统稳态响应的幅
值增益关于噪声强度和相关时间均存在随机共振

现象.随后, Bercichevsky和 Gitterman[10] 又对受乘

性噪声、加性噪声和周期信号联合驱动的线性系

统进行了研究,发现系统响应的信噪比是乘性噪声
的相关时间和非对称性的非单调函数,也是外激励
信号频率的非单调函数,但对于高斯白噪声却没有
发生随机共振现象. 需要说明的是, 这些随机共振
实际上是广义随机共振,即指系统响应的某些函数
(如矩、自相关函数、功率谱或信噪比等)随系统的
某些特征参数 (如激励振幅、频率或噪声的强度、
相关率等)非单调变化的现象 [8,10−12].

目前关于随机共振的研究多局限于整数阶系

统, 而越来越多的研究表明, 许多物理、生化过程
及材料、介质等具有记忆性,这是整数阶系统所不
能刻画和解释的. 分数阶微积分具有时间记忆性和
长程空间相关性,能更好地描述具有记忆、路径依
赖性的物理过程和生化反应过程 [13], 因此被广泛
应用于反常扩散、混沌以及黏弹性材料 [14,15] 等的

研究中. 其中, 基于分数阶系统来研究随机共振现
象又是一个具有重要意义的课题.
本文引入分数阶微积分来刻画系统的幂律记

忆性, 建立了由色噪声参激和周期调制噪声外激
联合驱动的分数阶线性振子的数学模型,即分数阶
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Langevin方程,并研究其共振行为.利用 Laplace变
换和 Shapiro-Loginov公式,推导出了系统响应的一
阶矩及稳态响应振幅的解析表达式,在此基础上进
一步讨论了系统阶数、摩擦系数、周期驱动力频

率、色噪声强度和相关率等参数对系统稳态响应

的影响,发现系统稳态响应振幅具有非单调变化的
特点, 也即出现广义随机共振现象. 并且在适当参
数下,稳态响应振幅还存在具有双峰的广义随机多
共振现象.

2 系统模型

色噪声参激和周期调制噪声外激联合激励下

的分数阶线性振子可由如下分数阶 Langevin方程
描述:

ẍ+ γ0Dα
t x+[ω2 +Z(t)]x(t)

=Z(t)A0 cos(Ω t)+ξ (t),

也即

ẍ+
γ

Γ (1−α)

∫ t

0

1
(t − t ′)α ẋ(t ′)dt ′

+[ω2 +Z(t)]x(t) = Z(t)A0 cos(Ω t)+ξ (t), (1)

其中, x(t)为振子位移, γ 为摩擦系数, α ∈ (0,1)为
系统分数阶阶数,它刻画了系统阻尼记忆性的强弱,
Z(t)为零均值二值噪声,等概率取 a或 −a,属于系
统外噪声,其统计性质如下:

⟨Z(t)⟩= 0,⟨Z(t + τ)Z(t)⟩= a2 e−ν |τ |,

ξ (t)为系统内噪声,与阻尼核函数之间满足涨落耗
散定理 [16],且与 Z(t)相互独立:

⟨ξ (t)⟩= 0,

⟨ξ (t + τ)ξ (t)⟩= kBT γ
1

Γ (1−α)
|τ|−α ,

⟨ξ (t)Z(s)⟩= 0,

这里, kB 是 Boltzman常数, T 是介质温度.

2.1 系统响应一阶矩 ⟨x⟩

记 K(t) =
γ

Γ (1−α)
t−α , 并在 (1) 式两边同时

取平均, 结合内外噪声的统计性质 ⟨Z(t)⟩ = 0,
⟨ξ (t)⟩= 0,有

⟨ẍ⟩+
∫ t

o
K(t − t ′)⟨ẋ(t ′)⟩dt ′+ω2⟨x⟩+ ⟨Zx⟩= 0.

由 (1)式可知 x(t)是均方可微的随机过程,故有 [17]

d
dt
⟨x⟩= ⟨ẋ⟩,于是上式可化为

d
dt
⟨ẋ⟩+

∫ t

o
K(t − t ′)⟨ẋ(t ′)⟩dt ′+ω2⟨x⟩+ ⟨Zx⟩

=0. (2)

由于 (2) 式中出现了耦合项 ⟨Zx⟩, 可利用 Shapiro-
Loginov公式 [18]对其进行解耦:

d
dt
⟨Zx⟩= ⟨Zẋ⟩−ν⟨Zx⟩ (3)

在 (3)式中又出现了新的耦合项 ⟨Zẋ⟩,需要建立新
的方程对其解耦.在 (1)式两边同乘以 Z(t),再取平
均,得

⟨Zẍ⟩+ e−νt
∫ t

0
K(t − t ′)⟨Zẋ⟩eνt ′ dt ′+ω2⟨Zx⟩

+ ⟨Z2x⟩= ⟨Z2⟩A0 cos(Ω t),

由于 Z(t)是方差为 a2 的二值噪声,故上式可化为

⟨Zẍ⟩+ e−νt
∫ t

0
K(t − t ′)⟨Zẋ⟩eνt ′ dt ′

+ω2⟨Zx⟩+a2⟨x⟩= a2A0 cos(Ω t),

再次利用 Shapiro-Loginov公式得到 ⟨Zẍ⟩所满足的
微分方程:

d
dt
⟨Zẋ⟩= ⟨Zẍ⟩−ν⟨Zẋ⟩.

令 x1 ≡ ⟨x⟩, x2 ≡ ⟨ẋ⟩, x3 ≡ ⟨Zx⟩, x4 ≡ ⟨Zẋ⟩, 整理上
述结果, 则有如下关于 x1, x2, x3, x4 的微分-积分
方程组

ẋ1 = x2,

ẋ2 =−ω2x1 − x3 −
∫ t

0
K(t − t ′)x2(t ′)dt ′,

ẋ3 =−νx3 + x4,

ẋ4 =−a2x1 −ω2x3 − vx4

−e−νt
∫ t

0
K(t − t ′)x4(t ′)eνt ′ dt ′

+a2A0 cos(Ω t).

(4)

对 (4)式进行 Laplace变换,得

sX1 − x1(0) = X2,

sX2 − x2(0) =−ω2X1 −X3 − K̃(s)X2,

sX3 − x3(0) =−νX3 +X4,

sX4 − x4(0) =−a2X1 −ω2X3

−νX4 − K̃(s+ν)X4

+a2A0
s

s2 +Ω 2 ,

(5)
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其中,

Xi = L[xi], i = 1,2,3,4,

K̃(s) = L[K(t)] = γsα−1,

s
s2 +Ω 2 = L[cos(Ω t)].

上述方程组 (5)是关于 Xi, X2, X3, X4 的一阶线性方

程组,可解得

Xi(s) =
4

∑
k=0

Ĥik(s)xk(0)

+ Ĥi0(s)a2A0
s

s2 +Ω 2 , (6)

其中

D(s) =[ω2 + s2 + sK̃(s)][ω2 +(s+ν)2

+(s+ν)K̃(s+ν)]−a2,

Ĥ11(s) =
1

D(s)
(s+ K̃(s))[ω2 +(s+ν)2

+(s+ν)K̃(s+ν)],

Ĥ12(s) =
1

D(s)
[ω2 +(s+ν)2 +(s+ν)K̃(s+ν)],

Ĥ13(s) =− 1
D(s)

[s+ν + K̃(s+ν)],

Ĥ14(s) =− 1
D(s)

,

Ĥ10(s) =− 1
D(s)

,

Ĥ21(s) =
1

D(s)
{a2 −ω2[ω2 +(s+ν)2

+(s+ν)K̃(s+ν)]},

Ĥ22(s) =
s

D(s)
[ω2 +(s+ν)2

+(s+ν)K̃(s+ν)],

Ĥ23(s) =− s
D(s)

[s+ν + K̃(s+ν)],

Ĥ24(s) =− s
D(s)

,

Ĥ20(s) =− s
D(s)

,

Ĥ31(s) =− a2

D(s)
(s+ K̃(s)),

Ĥ32(s) =− a2

D(s)
,

Ĥ33(s) =
1

D(s)
[s+ν + K̃(s+ν)]

× [ω2 + s2 + sK̃(s)],

Ĥ34(s) =
1

D(s)
[ω2 + s2 + sK̃(s)],

Ĥ30(s) =
1

D(s)
[ω2 + s2 + sK̃(s)],

Ĥ41(s) =− a2

D(s)
(s+ν)(s+ K̃(s)),

Ĥ42(s) =− a2

D(s)
(s+ν),

Ĥ43(s) =
1

D(s)
{a2 −ω2[ω2 + s2 + sK̃(s)]},

Ĥ44(s) =
1

D(s)
(s+ν)[ω2 + s2 + sK̃(s)],

Ĥ40(s) =
1

D(s)
(s+ν)[ω2 + s2 + sK̃(s)],

再对 (6)式进行逆 Laplace变换,得到系统响应一阶
矩的解析表达式:

xi(t) =
4

∑
k=0

Hik(t)xk(0)

+a2A0

∫ t

0
Hi0(t − t ′)cos(Ω t ′)dt ′, (7)

其中, Hik(t) = L−1[Ĥik(s)], i = 1,2,3,4.

2.2 系统稳态响应振幅A和相移 ϕ

为使 (7) 式确定的系统响应一阶矩是稳定的,
系统参数需满足如下条件 [19]:

a2 < a2
cr = ω2(ω2 + γνα +ν2). (8)

本文假设条件 (8) 式成立, 经长时间演化, t →
∞, 系统响应的稳态均值对初值的依赖性将逐
渐消失 [20,21],即

4

∑
k=1

H1k(t)xk(0)

≈ γ(ω2 + γνα +ν2)x1(0)
Γ (1−α)[ω2(ω2 + γνα +ν2)−a2]tα

+O(t−(1+α)),

于是,系统响应的稳态均值为

⟨x⟩as ≡ ⟨x⟩|t→∞

= a2A0

∫ t

0
H10(t − t ′)cos(Ω t ′)dt. (9)

由上式可看出,系统 (1)可以看作一个线性时
不变的滤波器,其传递函数为

χ(Ω) = χ ′(Ω)+ iχ ′′(Ω) = Ĥ10,(−iΩ), (10)

其中 χ ′(Ω),χ ′′(Ω) 分别为传递函数的实部和

虚部,且

Ĥ10(−iΩ) =
∫ t

0
e iΩ tH10(t)dt.
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在输入信号 Z(t)A0 cos(Ω t) 的激励下, 系统输出稳

态响应 ⟨x⟩as 有如下形式
[21−23]:

⟨x⟩as = Acos(Ω t +ϕ) (11)

其中, A和 ϕ 分别为系统输出稳态响应振幅和相移,

表达式分别为

A = a2A0|χ|, ϕ = arctan
(
− χ ′′

χ ′

)
.

利用 (6)式和 (10)式,可以解得系统稳态响应振幅
A和相移 ϕ :

A2 = a4A2
0|χ|2 =

a4A2
0[

f1 f2 − f3γΩ α sin
(π

2
α
)
−a2

]2
+
[

f2 f3 + f1γΩ α sin
(π

2
α
)]2 , (12)

φ = arctan
(
− χ ′′

χ ′

)
= arctan

[ f2 f3 + f1γΩ α sin
(π

2
α
)

a2 − f1 f2 + f3γΩ α sin
(π

2
α
)], (13)

其中, 

f1 = ω2 +ν2 −Ω 2 + γ(ν2 +Ω 2)α/2 cos
(

α arctan Ω
ν

)
,

f2 = ω2 −Ω 2 + γΩ α cos
(
π

2
α
)
,

f3 = 2νΩ + γ(ν2 +Ω 2)α/2 sin
(

α arctan Ω
ν

)
,

(14)

3 讨 论

在上一节中利用 Laplace 变换和 Shapiro-Log-

inov 公式得到了色噪声参激和周期调制噪声外激

联合驱动的分数阶线性振子的稳态响应振幅 A和

相移 ϕ 的解析表达式,即 (12)和 (13)式. 下面讨论

系统阶数 α ,摩擦系数 γ ,周期驱动力频率 Ω ,色噪

声强度 a2 和相关率 ν 等参数对系统稳态响应振幅
A的影响.

3.1 系统自身参数对系统输出的影响

3.1.1 A2随摩擦系数 γ 的共振

图 1(a)给出了稳态响应振幅平方 A2 在不同周

期驱动力频率 Ω 下随摩擦系数 γ 变化的曲线.从图

中可以看到, 对于不同的周期驱动力频率 Ω , 稳态

响应振幅平方 A2 作为摩擦系数 γ 的函数 A2(γ)所
表现出来的特征也有较大差异: 当 Ω = 0.5 时, A2

随 γ 的增大而不断衰减,此时没有共振;当 Ω = 0.9

时, 稳态响应振幅平方 A2 出现了关于摩擦系数 γ
的随机共振现象;而当 Ω = 1.3时, A2(γ)则出现了
具有两个共振峰的多峰广义随机共振现象.

图 1 A2 随摩擦系数 γ 变化的曲线 (a)各曲线对应不同的周
期驱动频率 Ω (A0 = ω = 1, α = 0.1, a2 = 0.4, ν = 0.1); (b) 各
曲线对应不同的分数阶阶数 α (A0 = ω = 1, Ω = 0.9, a2 = 0.4,
ν = 0.1)
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图 1(b)给出了稳态响应振幅平方 A2 作为摩擦

系数 γ 的函数在不同分数阶阶数 α 下的曲线图. 从
图中可以看到,当阶数 α 较小时 (如 α = 0.1),意味
着系统的记忆性较强, 此时稳态响应振幅平方 A2

随着摩擦系数 γ 的增大存在一个峰值,也即出现了
广义随机共振现象.随着阶数 α 的逐渐增大,一方
面, 共振点往左偏移; 另一方面, 共振峰逐渐降低.
也就是说, 随机共振现象趋于减弱, 而当系统退化
到整数阶时 (即 α = 1),共振峰已经消失,即稳态响
应振幅平方 A2 随着摩擦系数 γ 的增大而衰减. 于
是可以推断关于摩擦系数的共振主要是由系统记

忆效应引起的.

3.1.2 A2随分数阶阶数 α 的共振
图 2(a)给出了稳态响应振幅平方 A2 在不同周

期驱动力频率 Ω 下随分数阶阶数 α 变化的曲线.
从图中可以看到, 稳态响应振幅平方 A2 具有关于

分数阶阶数 α 的共振曲线. 并且随着驱动频率 Ω
的增大, 共振峰在逐渐向左移动的同时, 峰值呈现
出增大的趋势,当然由于系统稳态响应振幅受到多
个参数的复杂影响,周期驱动力频率也并不是越大
越好.图 2(a)也说明了对于系统稳态响应振幅而言,
当周期驱动力频率 Ω 取定时 (如 Ω = 0.5),强记忆
性系统要优于弱记忆性系统.
图 2(b)给出了稳态响应振幅平方 A2 在不同摩

擦系数 γ 下随分数阶阶数 α 变化的曲线.从图中可
以看到: 一方面, 适当的系统记忆性有利于系统稳
态响应振幅的提高, 即稳态响应振幅平方 A2 关于

分数阶阶数 α 出现广义随机共振现象; 另一方面,
摩擦耗散将抵消一部分记忆性所产生的正面效应,
即随着摩擦系数 γ 的增大,随机共振效应将逐渐减
弱,同时共振峰向右移动.

3.2 周期驱动力频率 Ω 对系统输出的影响

图 3(a)给出了稳态响应振幅平方 A2 在不同摩

擦系数 γ 下随周期驱动力频率 Ω 变化的曲线.从图
中可以看到, 稳态响应振幅平方 A2 关于周期驱动

力频率 Ω 存在双峰的广义随机多共振现象.并且,
共振双峰中左峰明显高于右峰,即虽然在这两个共
振频率下, 系统稳态响应振幅均能有大幅度提高,
但是它们对系统产生随机共振现象的作用大小是

有区别的,事实上相对较小的共振频率能够诱导产
生更强的随机共振现象. 另外, 随着摩擦系数 γ 的
增大, 右峰逐渐消失, 于是双峰共振逐渐演化为单
峰共振,而当摩擦系数 γ过大时 (如 γ = 0.8),系统

图 2 A2 随分数阶阶数 α 变化的曲线 (a) 各曲线对应不同
的周期驱动频率 Ω ; (A0 = ω = 1, a2 = 1.4, ν = 0.1, γ = 0.7) (b)
各曲线对应不同的摩擦系数 γ (A0 = ω = 1, Ω = 0.3, ν = 0.1,
a2 = 1.2)

稳态行为主要表现为耗散, 故随机共振现象将会

消失.

图 3(b)给出了稳态响应振幅平方 A2 在不同系

统阶数 α 和色噪声 Z(t)相关率 ν 下随周期驱动力
频率Ω 变化的曲线.不同于加性噪声驱动的整数阶

线性振子, 本文所考虑的分数阶线性振子, 其稳态

响应振幅 A作为周期驱动频率 Ω 的函数表现出三
种可能的不同行为特征: 双峰的广义随机多共振,

单峰的随机共振,以及无共振. 如图 4所示,选取不

同的阶数 α 和噪声相关率 ν 的组合 (α,ν), A2(Ω)

可以形成以下三种曲线: 1)当 α = 0.1, ν = 0.1时,

A2(Ω) 为一个具有双峰的函数, 即在该参数下, 系

统稳态响应振幅 A关于周期驱动频率 Ω 表现出双
峰的广义随机多共振现象; 2) 当 α = 0.1, ν = 0.7

时, A2(Ω) 则为一个单峰函数, 即系统稳态响应振

幅 A关于周期驱动频率 Ω 表现出单峰的随机共振
现象; 3)当 α = 0.9, ν = 0.1时, A2(Ω)为一个单调

递减函数,即系统不存在关于周期驱动频率Ω 的共
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振现象.

从图 3(b)还可以看到稳态响应振幅平方 A2 作

为周期驱动频率 Ω 的函数 A2(Ω)随分数阶阶数 α
或噪声相关率 ν 的变化趋势. 如当 α,ν 均较小时,

可以看到较强的随机共振现象,并且此时稳态响应

振幅具有双共振峰;而随着阶数 α 或噪声相关率 ν
的增大, 随机共振现象趋于减弱, 并且共振峰由双

峰逐渐演化为单峰,并最终消失.

图 3 A2 随周期驱动力频率 Ω 变化的曲线 (a) A0 = ω = 1,
a2 = 0.4, ν = 0.1, α = 0.9; (b) A0 = ω = 1, γ = 0.7, a2 = 0.4

图 4(a), (b)分别给出了分数阶系统 (α = 0.1)和

整数阶系统 (α = 1)的稳态响应振幅平方 A2 在色

噪声 Z(t)不同相关率 ν 下随周期驱动力频率 Ω 变
化的曲线.通过观察分析图 5,可以得到如下结果:

1) 共同点 不论是分数阶系统还是整数阶系

统, 一方面它们都存在着稳态响应振幅平方 A2 关

于周期驱动力频率 Ω 的随机共振现象;另一方面,

随着噪声相关率 ν 的增大,二者的随机共振现象都

呈现出减弱的趋势 (也即峰值逐渐减小);

2)不同点 相对于整数阶系统而言,分数阶系

统的稳态响应振幅平方 A2 关于周期驱动力频率 Ω
的随机共振较强 (即共振峰较高); 此外, 不同于整

数阶系统中 A2(Ω)只有一个共振峰,分数阶系统在

适当噪声相关率 ν 下 (如 ν = 0.1)出现的则是一种

双峰共振, 并且随着相关率 ν 的增大,共振双峰将

逐渐演变为共振单峰.

图 4 A2 在不同噪声相关率 ν 下随周期驱动力频率 Ω 变化的
曲线 (A0 = ω = 1, γ = 0.7, a2 = 0.4) (a) α = 0.1; (b) α = 1

3.3 外部噪声强度 a2 及相关率 ν 对系统输

出的影响

图 5(a) 给出了稳态响应振幅平方 A2 在不同

分数阶阶数 α 下随噪声强度 a2 变化的曲线. 从

图中可观察到, 稳态响应振幅平方 A2 具有关于

噪声强度 a2 的传统意义上的随机共振现象, 即

输出信号幅度随噪声强度的增大而先增后减. 此

外, 还可看到随着阶数 α 的减小, 系统记忆性相

应增强, 从而使得随机共振现象逐渐增强, 这就

表明系统的记忆性有利于系统稳态响应振幅的

提高.
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图 5 A2 随噪声强度 a2 和相关率 ν 变化的曲线 (a)随噪声强
度 a2 变化 (A0 = ω = 1, Ω = 0.9, γ = 0.4, ν = 0.1); (b)随噪声相
关率 ν 变化 (A0 = ω = 1, Ω = 0.9, α = 0.1, a2 = 1.4)

图 5(b)给出了稳态响应振幅平方 A2 在不同摩

擦系数 γ 下随噪声相关率 ν 变化的曲线.从图中可

以看到,当 γ = 0.1时,系统的稳态响应振幅平方 A2

具有关于噪声相关率 ν 较为明显的共振峰,而随着
摩擦系数 γ 的增大,共振峰逐渐降低并向 ν 减小的
方向移动, 当 γ = 0.4 时, 共振峰最终消失. 这说明
摩擦系数 γ 的增大, 意味着系统耗散增强, 要求色
噪声的相关时间增长, 即相关率减小, 并且过大的
摩擦系数使得系统耗散成为主导,而此时噪声能量
的补充将不足以克服系统能量损耗.

4 结 论

本文研究了在噪声参激和周期调制噪声外激

联合作用下的分数阶线性振子的共振行为. 利用
Laplace 变换和 Shapiro-Loginov 公式, 推导出了系
统响应的一阶矩及稳态响应振幅的解析表达式,讨
论了系统阶数 α , 摩擦系数 γ , 周期驱动力频率 Ω ,
色噪声强度 a2 和相关率 ν 等参数对系统稳态响应
的影响.
通过理论分析与讨论,得到如下结论: 1)系统

稳态响应振幅会随着噪声强度的增大而呈现出先

增后减的趋势,即稳态响应振幅能够产生关于噪声
强度的随机共振现象; 2)类似于噪声强度,周期驱
动力频率、摩擦系数、分数阶阶数和色噪声相关

率等参数同样能够诱导系统产生广义随机共振现

象; 3)在适当参数下, 稳态响应振幅还出现了关于
周期驱动力频率或摩擦系数的具有双共振峰的广

义随机多共振现象.
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Abstract
The resonant behavior of a fractional linear oscillator subjected to both parametric excitation of colored noise and external ex-

citation of periodically modulated noise is considered. Using Laplace transformation technique and Shapiro-Loginov formula, exact
expressions of the first moment for the system response and its long-time amplitude are presented. The influence of the system pa-
rameters on the long-time behavior of the system response is discussed, such as fractional order, friction coefficient, driving frequency,

noise intensity and relevant rate. It is found that the long-time amplitude of the fractional oscillator behaves non-monotonical, that is,
there exist stochastic resonances in a wide sense. Moreover, generalized stochastic resonance with two peaks can be found subject to
some appropriate parameters.
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