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一维晶格中费曼棘齿-棘爪热机*
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研究了一维晶格中费曼棘齿-棘爪热机模型. 用粒子的概率主方程来描述粒子在晶格中的动力学特性,推导出热

流、功率和效率的表达式. 通过数值计算分析势垒高度、外力和温比对热流以及热机功率和效率的影响.研究表明:

在粒子稳态概率流为零时,存在非零的热流从高温库流入低温库,类似于经典不可逆卡诺模型中的热漏;热漏的存

在使得热机的效率远远小于卡诺效率,功率与效率之间为闭合的关系曲线,热机为不可逆热机;对热机性能参数进

行优化,可以使热机工作在最优性能状态下.
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1 引 言

近年来,随着生物技术的发展和微纳米器件的
小型化,人们对各种费曼棘齿 -棘爪模型和布朗马
达的研究产生了新的兴趣 [1−15]. Feynman等 [16] 最

早在其费曼讲义中构造一种棘齿-棘爪模型, 他在
研究其热机性能特征时假设系统是在可逆条件下

进行的,其效率可以达到卡诺效率.然而, Sekcimato
和 Parrondo 等 [17−19] 指出实际费曼热机是不可能

工作在可逆条件下,它的实际效率是远低于卡诺效
率的. 因为费曼热机不同于传统的工作在两个孤立
热库间的热机, 在费曼热机模型中, 两个温度不同
的热库通过轴轮连接着, 由于这种机械的连接, 整
个装置不再处于热平衡状态,由此会引起两个温度
不同的热库之间一种不可逆的热漏损失. Tu[20] 进

一步研究了费曼棘齿-棘爪热机最大功率下的效率,
发现此效率比 CA效率略高.
另一方面,与连续型费曼模型相对应的另外一

种分立型模型就是晶格中微观布朗热机.早在 1999
年, Jarzynski 和 Mayonka[21] 引入晶格势能函数模

式随热过程扰动的热棘爪,构建可解的费曼棘齿-棘
爪模型,该模型即可作为热机又可作为制冷机进行

工作.随后, Asfaw和 He[22,23] 等研究了在一维晶格

周期锯齿势场中的布朗粒子受到热涨落驱动的微

观热机,由于布朗粒子在高低温库间动能变化引起
的热流使得布朗热机为不可逆热机,分析了该热机
的功率效率特性.
本文基于可解的费曼棘齿-棘爪模型 [21],研究

处在周期非对称锯齿势中一维晶格微观费曼棘齿-
棘爪模型. 通过理论推导计算系统稳态时的粒子
流、热机的功率和效率,探究系统中存在的不可逆
因素,分析系统性能参数对热机功率、效率的影响.

2 模型与理论分析

考虑一个粒子在一维周期晶格中相邻位置之

间的跳跃,晶格间距为 d. 晶格势能函数 U (m)
i 有两

种可能的模式 (m = 1,2),其表达式为

U (m)
i

U (1)
i = 0, m = 1

U (2)
i = E[i(mod)3−1], m = 2

(1)

势能函数在这两种模式之间随机切换, 并假
设两种模式随机切换过程是由低温热库 Tc 驱动

的一个热过程. 因此, 从模式 1 变化成模式 2 的
概率为 exp[−(U (2)

i −U (1)
i )/kBTc]. 粒子与高温热库
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Th 耦合, 在热库的热扰动作用及外力 f 的作用下,
粒子从晶格位置 i跳跃到晶格位置 i+ 1的概率为
exp[−(U (m)

i+1 −U (m)
i )+ f d/kBTh].

根据晶格势能和位置的不同,一个周期内系统
有 6个可能的态. 粒子在晶格内的动力学特性由主
方程描述 [15]：

dp
dt

=Γℜp, p= (p1, p2, · · · , p6)
T,

ℜ=
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, (2)

其中 µ = exp(−E/kBTc), ν = exp(−E/kBTh), σ =

exp(− f d/kBTh). Γ 为粒子在单位时间内试图跳
跃的可能性, ℜnn′(n,n′ = 1, · · · ,6)为粒子从 n′ 态跳
跃到 n 态的可能性, pn(n = 1, · · · ,6) 为 t 时刻发现

粒子处在 n态的概率.令
dp
dt

= 0 (即 ℜp= 0),得到

系统处于稳态下的概率分布 p̄n(n = 1, · · · ,6). 稳态
下粒子的平均净概率流为

J = Γ (p̄1ℜ21 + p̄4ℜ54 − p̄2ℜ12 − p̄5ℜ45), (3)

粒子稳态的平均漂移速度与稳态流的关系为

υ = 3 dJ. 当粒子从态 4跳跃到态 5,或从态 4跳跃
到态 6,或从态 5跳跃到态 6,系统从热库中吸收热
量; 反之,系统释放热量到热库中. 因此, 单位时间
内系统从高温库 Th 中吸收的热量为

Q̇h =EΓ(p̄4ℜ54 +2 p̄4ℜ64 + p̄5ℜ65

− p̄5ℜ45 − p̄6ℜ56 −2p̄6ℜ46)+3 f dΓJ, (4)

低温库 Tc 从系统中吸收的热量为

Q̇c = EΓ(p̄1ℜ41 + p̄6ℜ36 − p̄4ℜ14 − p̄3ℜ63), (5)

稳态时可得关系:

p̄4ℜ54 +2 p̄4ℜ64 + p̄5ℜ65 − p̄5ℜ45 − p̄6ℜ56 −2 p̄6ℜ46

=p̄1ℜ41 + p̄6ℜ36 − p̄4ℜ14 − p̄3ℜ63, (6)

于是热机驱使粒子克服外力 f 向右运动的输出

功率为

P = f υ = Q̇h − Q̇c = 3 f dΓJ. (7)

为了便于分析, 对热流以及功率进行无量纲处理,
令 a = E/Tc, τ = Th/Tc, λ = f d/Tc,可得到:

Q̇∗
h =

Q̇h

Tc
= aΓ (p̄4ℜ54 +2 p̄4ℜ64 + p̄5ℜ65

− p̄5ℜ45 − p̄6ℜ56 −2p̄6ℜ46)+3λΓ J, (8)

Q̇∗
c =

Q̇c

Tc
= aΓ (p̄1ℜ41

+ p̄6ℜ36 − p̄4ℜ14 − p̄3ℜ63), (9)

P∗ =P/Tc = 3λΓ J. (10)

热机的效率为

η =
P

Q̇h
=

3λΓ J
aΓ (p̄4ℜ54 +2 p̄4ℜ64 + p̄5ℜ65 − p̄5ℜ45 − p̄6ℜ56 −2 p̄6ℜ46)+3λΓ J

, (11)
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(8)—(11) 式是一维晶格微观费曼棘齿 – 棘爪热机
性能的基本关系式. 为方便起见,在下面的分析中
令 Γ = kB = d = 1.

图 1 两种模式下一维晶格的势能图

3 热机性能特征

图 2 为高温库热流 Q̇∗
h, 粒子速度 υ 与外力 λ

的关系曲线.从图中可以看出,热流 Q̇∗
h 和速度 υ 都

随着外力 λ 单调减小. 当 0 < λ < λ0 时, υ > 0,系
统可作为热机进行工作;当 λ > λ0 时, υ < 0,热机
不工作;当 λ = λ0 时, υ = 0 (即系统处在准静态条
件下), 此时热流 Q̇∗

h 的大小为 Q̇∗
k > 0. 又根据 (6),

(8)和 (9)式分析可知: 当 υ = 0时, J = 0, Q̇∗
h = Q̇∗

c .
也就是说,当速度 υ = 0时,依然有非零的热流 Q̇∗

k

从高温库流出并完全流入低温库,这类似于经典热
机中的热漏, 我们把这部分非零热流 Q̇∗

k 定义成系

统的热漏.

图 2 高温库热流 Q̇∗
h, 速度 υ 与外力 λ 的关系曲线,

a = 10, τ = 2

图 3为不同势垒取值下, 系统热漏 Q̇∗
k 与温库

温比 τ 的关系曲线.从图中可以看出:当 τ = 1时,
Q̇∗

k = 0;当 τ > 1时,随着 τ 的增大,热漏单调增大.

当 τ 比较小时,热漏随 τ 的影响较大;此时在相同 τ
的取值下, 势垒越大,热漏越小, 当 τ 很大时, 热漏
趋于平稳;此时在相同 τ 的取值下,势垒越大,热漏
越大.综上,只要两个温库间有温差,系统就存在热
漏,温库的温差和锯齿势的势垒决定着系统热漏的
大小.
给定 τ = 2,根据 (10)和 (11)式可以画出不同

势垒取值下功率 P∗, 效率 η 关于 λ 的关系曲线如
图 4, 5所示. 图 4为功率 P∗ 与 λ 的关系曲线,从图
中可以看出,功率 P∗ 与 λ 呈抛物线型曲线关系,外
力的最大取值为 λmax = λ0,当 0 < λ < λmax 时,系
统对外输出功, P∗ > 0; 当 λmax = λ0 时, P∗ = 0; 在
λ = λP∗ 处 P∗ 达到最大值 P∗

max; 随着势垒 a 增大,
P∗

max 减小. 图 5为效率 η 与 λ 的关系曲线,从图中
可以看出,效率 η 与 λ 也呈抛物线型曲线关系.当
0 < λ < λ0 时, η > 0, 系统为热机模型; 在 λ = λη

处 η 达到最大值 ηmax;随着势垒 a增大, ηmax 减小.
图 6为功率 P∗ 与效率 η 的关系曲线,从图中可以
看出热机的功率效率特性为一闭合的关系曲线.

图 3 系统热漏 Q̇∗
k 与温比 τ 的关系曲线

图 4 功率 P∗ 与 λ 的关系曲线

综上,外力 λ 的取值存在上限值 λ0,当外力取
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值在区间 (0, λ0)时, 系统作为热机进行工作;从图
2中可知: 当 λ = λ0 时, υ = 0, 即 J = 0, 系统处在
准静态条件下,根据 (10)和 (11)式,热机输出功率
P∗ = 0和效率 η = 0. 另外,由于热机中存在非零的
不可逆热漏 Q̇∗

h = Q̇κ > 0, 使得我们所研究热机为
不可逆热机,热机功率与效率之间的关系曲线为闭
合线,这符合经典的不可逆热机性质 [24,25].

图 5 效率 η 与 λ 的关系曲线

图 6 功率 P∗ 与效率 η 的关系曲线

4 最大功率和最大效率的优化分析

将 (10) 和 (11) 式对外力 λ 求偏导, 并令
∂P∗/∂λ = 0, ∂η/∂λ = 0, 分别得到不同势垒取值
下最大功率 P∗

max, 最大效率 ηmax 与温比 τ 的关系
曲线,如图 7, 8所示. 从图中可以看出,随着 τ 的增
大,最大功率 P∗

max 和最大效率 ηmax 都先增大后减

小;在 τ 值比较小的区间,随着势垒 a增大,最大功
率 P∗

max 减小, 最大效率也减少; 但是, 在 τ 值比较
大的区间,随着势垒 a增大,最大功率 P∗

max 增加,最
大效率也增加. 在 τ = τP∗opt 处,最大功率取得最优

值 P∗
opt, τ = τη∗opt 处,最大效率取得最优值 ηopt;当

τ = 1时, P∗
max = 0, ηmax = 0, 热机不工作.综上, 我

们对势垒 a,外力 λ 和温比 τ 进行优化选取,可以得
到热机的最优功率 P∗

opt 或是最优效率 ηopt,从而使
热机工作在最优性能下.

图 7 最大功率 P∗
max 与 τ 的关系曲线

图 8 最大效率 ηmax 与 τ 的关系曲线

5 结 论

本文建立了处在周期非对称锯齿势中一维晶

格费曼棘齿-棘爪热机模型,禁锢在晶格里的粒子受
到温库的热扰动作用在相邻晶格态之间跳跃. 我们
通过解稳态时粒子的概率主方程,推导出温库的热
流、热机的功率和效率的表达式. 定义粒子稳态概
率流为零时,从高温库流入低温库的非零热流为系
统的热漏. 通过数值计算分析系统性能参数对温库
的热流以及热机功率和效率的影响.研究表明: 该
模型系统存在热漏,并且是温比 τ 的单调递增函数;
热机的功率 P∗, 效率 η 与外力 λ 呈抛物线型曲线
关系,存在最大的外力取值 λ0, 当 λ = λ0 时, 功率
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P∗ = 0, η = 0,系统处于准静态条件下,热机不工作;
热漏的存在使得热机的效率远远小于卡诺效率,功
率与效率之间为闭合的关系曲线,热机为不可逆热

机;对热机性能参数进行优化, 热机可以工作在最
优性能状态下.
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Abstract
In this paper, we studiy the Feynman’s ratchet and pawl heat engine in a one-dimensional lattice. The dynamics of the particle is

described by a master equation. The expressions of the current, efficiency and power output of the heat engine are derived analytically.
The influences of the height of barrier, external load force and the temperature ratio of the heat reservoirs on the efficiency of heat
engine are discussed. When the steady-state current is zero, there is a nonzero heat flux transterred from the hot bath to the cold bath,

which is similar to the heat leak of the irreversible Carnot model. The curve of the power output versus the efficiency is a loop-shaped
one. The heat engine is irreversible and the efficiency is less than the Carnot efficiency. The heat engine can work in optimal operation
by optimizing the performance parameters of the heat engine.
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